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Vorwort. 


Aus dem Cyklus von Vorlesungen, welche der bis zum letzten 
Lebenstage schaffensfreudige Leopold Kronecker an der Berliner 
Universität gehalten hat, erscheint hier diejenige über die Theorie der 
einfachen und der vielfachen Integrale. Fünfmal hat Kronecker über 
diesen Gegenstand gelesen; zuerst im Wintersemester 1883/84 zwei- 
stündig „über einige bestimmte Integrale“; dann in den Sommer- 
semestern 1885 vierstündig und 1887, 1889, 1891 sechsstündig. Für 
die Herausgabe lagen Kronecker’s Notizen zu sämmtlichen fünf Col- 
legien, sowie die auf seine Veranlassung angefertigten Nachschriften 
aus den Jahren 1883/84, 1885, 1889 völlig und die aus dem Jahre 
1891 zur Hälfte vor, 

Wer Kronecker’s Vortrags- oder Arbeitsweise kennt, wird wissen, 

dass einführende, elementare Vorlesungen zu halten, mit seiner Ideen- 
fülle sich nicht vertrug. Mit Hintansetzung peinlich strenger Systematik 
knüpfte er völlig eigenartig an Untersuchungen an, die ihn augenblick- 
lich beschäftigten, oder er liess sich umgekehrt durch den vorgetrage- 
nen Stoff zu eigenen, tiefsinnigen Forschungen anregen und gab dann 
neue, oft von gestern auf heut gefundene Resultate und Beweise. Man 
wäre geneigt, seine Vorlesungen „esoterische“ zu nennen. So erklärt 
sich das Anwachsen des Materials bei wiederholten Behandlungen; so 
das ausführliche Eingehen auf einige Theile des Stoffes gegenüber der 
kurzen Besprechung anderer Theile; so die vielfachen Umwälzungen 
und Abänderungen von einem Vorlesungscursus zum andern. So erklärt 
sich aber auch die ausserordentliche Anregung, die von seinen stets 
lebensvollen Vorträgen und von seinen weittragenden Bemerkungen 
ausging. 
Und endlich erklären sich so auch die Schwierigkeiten, welche in 
der Fixirung dieser, in beständigem Flusse befindlichen Vorlesungen 
lagen, deren Weiterentwickelung nur der Tod des unermüdlichen 
Forschers hemmen konnte. 

Es war bei der Herausgabe nicht möglich, einen bestimmten 
Cursus — etwa den letzten — als unbedingt massgebend zu Grunde zu 
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legen, sondern es musste auf die übrigen zurückgegriffen, und ihnen 
mussten mancherlei Aeusserungen und Gedankenfolgen entnommen 
werden. Dies durfte natürlich nur auf Grund sorgfältiger Ueberlegung 
geschehen, und mein Hauptbestreben bei jeder nothwendigen Aenderung 
war es, die Vorlesungen möglichst charakteristisch zu gestalten, und 
möglichst viel von der Eigenart der Kronecker’schen Vortragsweise zu 
wahren. Ich bin mir wohl bewusst, dass der Werth meiner Arbeit 
daran abzumessen sein wird, wie weit mir diese schwierige und schöme 
Aufgabe gelungen ist. Von irgend welchen auf die Sache oder auf 
die Literatur bezüglichen Zusätzen habe ich völlig Abstand ge- 
nommen. 

Alle Notizen, welche die Herausgabe betreffen, sind in den An- 
merkungen am Ende des Buches zusammengestellt worden. 


Giessen, im October 1893. 


Eugen Netto. 
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Erste Vorlesung. 


Zwei Definitionen des Integrals. — Historische Bemerkungen. — Beliebige Theilung 


des Intervalles. — Grenzbegriff. — Stetigkeit. — Bedingung für die Convergenz 
der Summen. — Differentiation des Integrals. — Grundregeln. — Beispiele. 
$ 1 ; 


Euler beginnt seine im Jahre 1768 erschienene Integralrechnung 
"mit folgender Definition: „Calculus integralis est methodus, ex data 
„differentialium relatione inveniendi relationem ipsarum quantitatum: et 
„operatio, qua hoc praestatur, integratio vocari solet.“ 

Wir wollen zunächst auf diese Definition zurückgehen und uns 
also die Aufgabe stellen: wenn eine Function f(x) gegeben ist, eine 


Function F(x) so zu bestimmen, dass ee = f(x) wird; weiter: wenn 
eine Function f(x, y) gegeben ist, F(x, y) so zu bestimmen, dass der 
PF@y) ,; I Sy t k 
Bedingung er Y — f(x, y) genügt wird, u. s. f. bis auf n Variable. 


In diesen Vorlesungen sollen nur die hier gegebenen speciellen Diffe- 
rentialgleichungen söwie die Probleme, welche dadurch gekennzeichnet 
sind, behandelt werden. Die Anwendungen dieses Theils der Analysis 
auf Algebra, Zahlentheorie und Geometrie sind namentlich durch Gauss, 
Dirichlet und Cauchy sehr ‚umfassende geworden. 

Dirichlet hat die Vorlesungen über diesen Zweig der Analysis 
im Jahre 1842 in Berlin eingeführt, und er hat ihnen den Titel: 
„Iheorie der bestimmten Integrale“ gegeben. Wir haben, an Euler 
anknüpfend, es vorgezogen, unsere Vorlesungen als „Theorie der ein- 
fachen und mehrfachen Integrale“ zu bezeichnen. Der Name „bestimmtes 
Integral“ erweckt den Auschein, als ob die Grenzen wirklich immer 
bestimmte Grössen sein müssten, was doch bei sogenannten bestimmten 
Integralen wie z 


J je) da, f Ada 


gewiss nieht der Fall ist. Diese Unbestimmtheit der Grenzen bedeutet 
gerade den Fortschritt von der Praxis zur Theorie, genau wie das 


Kronecker, Integrale. 1 
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Rechnen mit Buchstaben an Stelle von Zahlen. Es ist ganz gleich- 
gültig, ob die Grenzen bestimmt sind oder nicht; das Bestimmt-Sein 
ist nicht das Entscheidende, und deshalb haben wir das Wort weg- 
gelassen. Ferner soll der Titel anzeigen, dass wir uns nicht mit be- 
liebigen Differential-Gleichungen beschüftigen wollen, deren Behandlung 
ebenfalls unter die von Euler gegebene Definition fallen würde. 


82. 


Denken wir uns die Function f(x) gegeben, so lautet die Be- 
dingungsgleichung für die zu bestimmende Function F(x) ausführlich 
geschrieben De 


(1) m ZE JE = - F(x) = f(&) l 


ny 
Hierbei ist eine wesentliche AREE die, dass f(x) eine ein 
deutige Function sei. Geht man auf die Bedeutung des limes ein, 
so besagt (1): „in 


(2) = f(s) + 9(&, h) 


„soll (x, h) mit k A nach Null convergiren.“ 

Die letzte Gleichung führt uns sofort auf eine Art algebraischer 
Lösung unseres Problems. Denn gilt sie in einem gewissen Intervall 
reeller Werthe für x, etwa von x, bis x, setzen wir dann: 


F(a + n) — F(a) 


(3) <—n=nh also h= 2- Zo 


und geben dem x in (2) der Reihe nach die Werthe 


Zor Zo F h, tr 2h, .... zo + m — Dh, 
so entsteht: 


Flesth) — F(z) = hf (zo) HAPlEo, h), 
Fia,+2h)— F(a th) =hf(æ +h) +hp(z,+h,h), 
Be Din), E 


E T E ee, 
und man erhält durch Addition wegen (3): 


(4) Fa) Fa) = a Dil, +) + a Sigla +, a). 


Wir setzen weiter voraus, dass in dem Bereiche von x, bis x der 
Werth von h so klein angenommen werden kann, dass jedes g(x’, h) 
für ry <x <x unterhalb einer vorgeschriebenen kleinen Grösse z bleibt. 
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Man sagt, wenn dies eintritt, „der Differenzen-Quotient nähert sich in 
„dem Intervalle dem Ditferential-Quotienten gleichmässig“. Dann geht 
(4) über in 

n—1 


2) Fe)—Fa)= DI teotan) (0<e<i). 


n n 


Hier sei ein für alle Mal bemerkt, dass wir bei Summen den Summa- 
tionsbuchstaben nicht besonders hinschreiben, wenn derselbe ohne 
weiteres ersichtlich ist. Lässt man jetzt in (4*) den Wert von n mehr 
und mehr wachsen, so ergiebt sich das Resultat: 

n—i 


6) F(a) — Fa) = lim Te D f(e Hee) 


Es ist also unter den gemachten Voraussetzungen F(x) als Grenzwerth 
einer Summe bestimmt worden. 


§ 3. 

Der Begriff des Integrals als emer Summe ist der historisch ur- 
sprüngliche; er findet sich der Sache nach schon in den Büchern des 
Archimedes. Dieser Mathematiker zerlegt eine, von einer Curve ein- 
geschlossene Fläche zum Zwecke ihrer Quadratur in eine Anzahl gleicher 
oder ungleicher trapezartiger Figuren, betrachtet den Gesammtinhalt der- 
selben und verfolgt diese Grösse, wenn die Anzahl durch wiederholte 
Theilung wächst bei gleichzeitig abnehmender Dimension der Grund- 
linien der einzelnen trapezartigen Theile. Sobald dann Descartes Curven 
durch Gleichungen darzustellen lehrte, war aus der Flächenberechnung 
des Archimedes die Berechnung von Integralen geworden. 

Bei genauer Betrachtung erweist sich der Archimedische Gedanken- 
gang als äusserst merkwürdig. Um den Flächeninhalt ABCD zu finden, 
theilt man AD in kleine Theile, 
deren einer EF sei, sucht dann eine > E 
Ordinate JK der Art, dass EGHF c 
= EF-JK wird, und bildet nun 
die Summe aus allen EF-JK. Man 
nimmt also das Problem für ein 
kleines Stück EGHF' bereits als 
gelöst an. Was ist aber für den A EJF D 
Mathematiker „gross“ oder „klein“? 

Es ist überraschend, dass man in den Naturwissenschaften so oft das 
„Kleine“ gern in den Kauf nimmt, wenn man sich das „Grosse“ damit 


erklären zu können glaubt. Das erinnert an das Goethe’sche Wort: 
i* 
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„Du kannst im Grossen nichts verrichten 
„Und fängst es nun im Kleinen an.“ 


So meint man, die Massenattraction begreiflicher zu machen, wenn 
man einen Attractionsäther annimmt und die Kraft nun von Theilchen 
zu Theilchen wirken lässt; so „erklärt“ die Darwin’sche Theorie die 
grossen Abweichungen, welche bei den Individuen einer Gattung orga- 
nischer Wesen auftreten, indem sie lehrt, wie dieselben aus kleinen 
Aenderungen hervorgehen. 

Da es aber bei der praktischen Anwendung der Mathematik stets 
nur darauf ankommt, von einer Zahl zu wissen, dass sie innerhalb 
eines bestimmten Intervalles liegt, dessen Grösse von der zu verlangenden 
Genauigkeit abhängt, so wird "uns auch die dargelegte Methode, wie 
wir sehen werden, in brauchbarer Weise zur Integralfunction verhelfen. 

Nach der Methode der Summation, die das Integral liefert, nannte 
es Leibnitz „functio summatoria“ und führte zur Bezeichnung der- 
selben das Summenzeichen f ein. Bei Leibnitz kann man die Er- 
findung der Integralrechnung förmlich in ihren einzelnen Stadien ver- 
folgen; die Grösse h, das Stück EF der Grundlinie, wird bei ihm von 
Jahr zu Jahr kleiner. 

Erst Johann Bernoulli legte den Hauptnachdruck auf die Ope- 
ration des Zurückgehens von einem gegebenen Differentialquotienten 
auf die ursprüngliche Function und nannte diese daher „integrale“, 
von „integer“ das „Ursprüngliche“. 

Der Sache nach gehört die Integralrechnung eigentlich vor die 
Differentialrechnung; nur bietet sie grössere Schwierigkeiten als diese, 
und daher setzt man die Kenntniss der Differentialrechnung lieber voraus. 

Dirichlet beginnt seine Vorlesungen mit der Definition des Inte- 
grals als Grenzwerth einer Summe, wie wir sie in (5) gegeben haben. 
Bei Riemann tritt eine scheinbar noch weitere Definition auf, indem 
die Theile, in welche die Strecke (x — x) zerlegt wird, nicht mehr als 
gleich vorausgesetzt werden. Uebrigens war Riemann nicht der erste, 
welcher solche Theilungen benutzte; sie finden sich schon bei Gauss 
in der Abhandlung über mechanische Quadratur. 

Wir wollen diese Art der Definition jetzt besprechen und uns 
dabei der geometrischen Repräsentation bedienen. 


§ 4. 


Bezieht man die Gleichung y = f(x) auf ein rechtwinkliges Coordi- 
natensystem der x, y und theilt die Abscissen-Axe von x, bis £ = Zen 
in n Theile zay... 2,12; (x = 0, 1, 2,...n — 1), so werden durch 
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die x-Axe, durch die in den (n + 1) Theilpunkten errichteten Ordinaten 
und durch die Curve y = f(x) als Begrenzungen, n trapezartige Flächen- 
stücke bestimmt. Nimmt man ferner an, dass in den Intervallen 
zwischen z) und. #4; ©, und x,; £, und £g; ... Werthe £5 2; Bg)... 
von solcher Beschaffenheit bestehen, dass (— 2. + Zex + )f(&2= +1) 
gleich dem Inhalte des über der Strecke (Lax... Lex+2) stehenden 
Flächenstückes ist, dann wird der gesammte Inhalt der n Stücke, d. h. 
der Inhalt des Stückes, welches von der x-Axe, der Curve y = f(x) 
und den beiden in x, und &,, errichteten Ordinaten begrenzt ist, durch 
n—1 
(6) Da + en) 
0 
genau dargestellt. Das Gleiche findet auch noch 'statt,_ wenn man 
n = œ werden und dabei die Abseissen-Abschnitte nach der Null hin 
abnehmen lässt. Der Werth der Fläche ist dann 


n—1 


lim >- Viy + BEFA +a) (E2241). 


Nun sind hier freilich die Zwischenwerthe %2» +}ı sämmtlich unbekannt; 
aber es lässt sich nachweisen, dass unter der Voraussetzung der Stetig- 
keit der Function f(x), deren Eindeutigkeit wir schon vorausgesetzt 
haben, irgend zwei Summen 

.—ı n—1 
De mtr), I Tar + Hart), 

0 0 

in denen &3, +1, X2x+ı beliebige Werthe des Intervalles (z2x . . . %&3»-+2) 
bedeuten, gegen einander convergiren. 

Bei stetigem f(x) giebt es in jedem Intervalle Werthe £9, ,, 83x41: 
für welche die Beziehungen gelten: 


E) E aa 1) = Mir: D , 
Mere IE VS 


wenn wir nun die „Maximalschwankung“ innerhalb des Intervalles 
(#2... Zax +2), nämlich: 


ED T Pena) — 0, 
setzen, so folgt: 


2 (— Boy + Darf) <a e By, a N CN) 
0 0 


n—1 


< D (— mt mat), 
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n—1 n—1 
Da + un) [fer) > |< I ( ter + wanga) rt) 
0 0 


< Die Tan + L2x+2) f (E2241), 


und also: 
n—i 
Di tie + zus) f 0s) 
a 
n—i n—i 
-3 (— Loz + Lon 42) f(E2x41) — ô 2 (— Day + %x12)0r 
00 <1). 
Aehnlich folgt für die zweite Theilung: 
n—i 
=> (— Lar + %»+2) (82% +1) 
n—i 2 K n—i 
=> (— Tz + Lon+2) f(&ex+1) En ð’ 2 (— Lax + Taz 42 2)6, 
(sch. 
Durch Subtraction der letzten von der vorletzten Gleichung ergiebt sich: 
n—1 n—1 
(7) I + torpa) [fe ) fair) = E D amt) 
k (AS Be a 


Rechts steht die Summe aus je einem der aufeinanderfolgenden Ab- 
scissentheile multiplicirt mit der grössten Schwankung der auf dieser 
Strecke vorhandenen Ordinatenwerthe. Bei stetigem f(x) wird diese für 
n=, d.h. bei fortgesetzter Verengerung der Intervalle (— 29, &2,-43) 
beliebig klein. Beachtet man, dass damit auch das Maximum 6 der 
6, unendlich klein wird, und dass die obige Summe kleiner ist als 
(— % + 22.)6, so folgt, dass die rechte Seite in (7*) bei stetigem 
f(x) beliebig klein gemacht werden kann, und dass also irgend zwei 
Summen (7) bei hinreichend kleinen Intervallen sich von einander um 
weniger als eine beliebig kleine gegebene Grösse unterscheiden; d. h. 
„die Summen (7) convergiren gegen einander“. 

Wir können die Bedeutung der Summen (7) noch erweitern. Jedem 
Intervalle (&....%2„ 42) ordnen wir ein anderes (&g,... 2x2) zu, welches 
das erste umfasst, mit ihm gleichzeitig unendlich klein wird, sonst aber 
willkürlich gewählt werden kann, so dass z. B. die neuen Intervalle 
(ber... &axt2), (exte. . É2zpa), - . . übereinander greifen dürfen. Für 
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diese neuen Intervalle seien jetzt die Grössen &,,,, &,,,,, , genau 
so definirt, wie früher für die alten. Dann bleiben, auch wenn #2,+1ı, 
&%2,+ı In den neuen, weiteren Intervallen angenommen werden, alle 
Schlüsse bestehen, und die Formel (7*) gilt in der erweiterten Bedeutung. 

Diese Auffassung von (7*) zeigt, dass selbst bei verschiedenen 
Theilungsgesetzen alle Summen Z(— x, + %,4s)f(X2.+1) gegen ein- 
ander convergiren. In der That, wenn zwei Theilungen mit den zu- 
gehörigen Ordinaten gegeben sind, so kann man zunächst sämmtliche 
in beiden Theilungen auftretenden Theilpunkte einer dritten und einer 
vierten neuen Theilung zu Grunde legen. Diese beiden neuen Theilungen 
lassen sich aber sofort mit den beiden alten identisch machen. Dazu 
reicht es aus, allen denjenigen Intervallen der dritten (vierten) Theilung, 
welche aus einem einzigen Intervalle der ersten (zweiten) Theilung ent- 
standen sind, gerade die Ordinate zu geben, welche jenem einen Inter- 
valle der ersten (zweiten) Theilung angehörte. Nun stimmen die beiden 
neuen Summen mit den beiden alten ihren Werthen nach überein; wegen 
der Wahl der x,,..ı stehen sie unter der erweiterten Form (7); es 
gilt also, wie bewiesen werden sollte, auch hier (7*). 

Danach ist ersichtlich, dass die speciellere $ 2, (5) gegebene De- 
finition vollkommen ausreicht. Ferner ist es klar, dass, wenn die 
Summe (6) einen bestimmten Grenzwerth hat, welcher dem Inhalte des 
betrachteten Flüchenstückes gleich ist, alle Summen 


PA (— 2, F Lerte) f (22241) 


nach demselben Inhalte zu convergiren. 


85. 

Zu allen den bisherigen Entwickelungen ist zu bemerken, dass 
die unserer Auffassung zu Grunde liegende Annahme, der Inhalt einer 
Fläche lasse sich genau durch Zahlen auswerthen, durchaus nicht frei 
von Bedenken ist. Nur wenn wir von vornherein eine Function F(x) 
kennen, deren Ableitung gleich der vorgelegten Function f(x) ist, 
können wir die Existenz eines solchen Grenzwerthes behaupten. Die 
geometrische Anschauung darf uns nicht dazu verleiten, diese Existenz 
als selbstverständlich anzusehen. Kennen wir eine Function F(s) nicht, 
so führt (6) lediglich auf gegen einander convergirende Reihen von 
Zahlenwerthen, und mit diesen allein dürfen wir rechnen. 

Es ist ferner zu beachten, dass bei unseren bisherigen Schlüssen 
mit grössten und kleinsten Funetionswerthen innerhalb der einzelnen 
Intervalle operirt worden ist. Es fragt sich also, ob die Existenz solcher 
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Maxima und Minima ohne Weiteres feststeht. Das ist nicht der Fall. 
Ja, es lässt sich im Gegentheil zeigen, dass bei manchen Functionen 
f(x) die Operation (6) auf Reihen von Zahlenwerthen führt, die gegen 
einander convergiren, während, die Existenz der Maxima und Minima 
sich nicht beweisen lässt. Im Allgemeinen kann man die Maxima und 
Minima nur finden, wenn die Function sich differentiiren lässt; ist 
dies nicht der Fall, wie in dem von Riemann gegebenen Beispiele 
der stetigen Function 


” . 
ii sin a’ 
m iar zug, 
n= 1 


dann dürfen wir auch nicht mit ihnen operiren. 


§ 6. 

Der schärferen und allgemeineren Fassung des bisher Gegebenen 
seien einige ausführlichere Erläuterungen bezüglich des Grenzbegriffes 
vorausgeschickt. 

ı»(m) heisse eine Function der positiven Zahl m, wenn ein be- 
stimmtes Rechnungsverfahren festgestellt ist, mittels dessen für jede 
Zahl 1,2,3,...m,... der Werth von y(m) gefunden werden kann. 
Es besitzt dann die Gleichung 

lim y(m) = 0 
folgende Bedeutung: „Wird eine beliebig kleine positive Zahl r ge- 
„geben, so ist es möglich, eine Zahl M so gross zu wählen, dass für 
„jeden Werth von m, der > M ist, (m) <rt wird.“ Dabei bedeuten 
die Verticalstriche, wie immer im Folgenden, nach dem Vorgange des 
Herrn Weierstrass, dass der absolute Werth der eingeschlossenen 
Grösse zu nehmen ist. 

Da sich jeder andere Grenzwerth auf Null zurückführen lässt, so 
kann man bei jeder Grenze die hier gegebene Erklärung zu Grunde 
legen. So z. B. erhält man bei 


. ». On 
lim m sin — = vr, 
m= n m 
wenn man 
: Un 
m sin — — vt = 
m 2T = Ulm) 
setzt, 
F . . Un . OE E A 
lim y (m) = lim (m anoi vn) = lim m sn — — va = 0. 


m—=»n m=% m= 
=“ 


http://rcin.org.pl 


Grenzbegrift. 9 


i 


Es braucht wohl kaum erwähnt zu werden, dass unsere Definition 
der Grenze keineswegs ein beständiges Abnehmen der Function mit 
wachsendem »n voraussetzt. So ist 

lim EA _ Q, 
m=% 
obwohl die Function bei wachsendem m auch zunehmen kann. 

Die Zurückführung der Grenzwerthe auf O geschieht deshalb, um 
anzuzeigen, dass wir keine neuen Begriffe einführen wollen. Durch 
den Limes soll keine neue Grösse definirt werden; wir gebrauchen 
ihn nur, wenn er gleich einer bekannten Grösse ist. — 

Hat man in Bezug auf zwei Grössen zur Grenze überzugehen, dann 
stellt sich die Sache nicht so einfach. Soll 


(8) lim lim y(r, s) = 0 
sein, so heisst dies, „wenn 

(9) lim y(r, s) = W(s) 
„gesetzt wird, dann wird 

(10) lim #(s) = 0“. 


Bei solchen suecessiven Grenzübergängen ist die Reihenfolge nicht 
gleichgiltig. Denn es wird z. B. 


da lim ° = 0 ist, also W(s) das s nieht mehr enthält, so dass auch 


r=® 


lim (s) = (0 sein muss. Hingegen wird 


lim lim Ž = œ 
N 
werden. Denn die innere Operation führt unabhängig von dem Werthe 
von r über alle Grenzen hinaus, so dass die Durchführung der äusseren 
Operation keine Aenderung im Resultate bewirken kann. 
Aehnlich ergiebt sich: 


es+fr  « 


er, A E E ee L 
s=o r=0 ys + dr TEE r=o s2 1T r Y 


Ein drittes Beispiel liefert uns die Reihe 


+N 
ti 2 sin (2% + 1)vx E) 


No kn (Qai 1 (<v<1). 


Differentiirt man sie direet, so wird, wegen ihres constanten Werthes 
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2 sin(2x + 1)vx — 2 sin (2x + Ivor _ 
lin. lim. 5 Fe n)a md 


werden; wenn man jedoch gliedweise differentiirt und dann erst sum- 
mirt, so folgt: 


lim lim ï, cos (2x + 1)vr. 


N=» v= 
Diese Summe lässt sich leicht mit Hülfe von 
2 sin 2g - cos (2x + 1)p = sin (2x + 3)p — sin (2x — 1)p, 


N 
Š 2 sin29 - cos (2x + 1)p = sin(? N+ 3)p + sin (2N+1)p 
0 


in die Form 
2 sin (2 N1) von cos vym 
sin vm 


lim 
N= o 


bringen; das ist aber eine schwankende Grösse, die z. B. für v = -7 


abwechselnd zweimal die Werthe + Y2 und — Y2 annimmt, wenn N 
ganzzahlig wächst. Man sieht also, wie verschieden die Grenzwerthe 
sich gestalten können. — 
Schon bei 
lim lim Å = œ 
an =o r 
stellte sich eine Schwierigkeit heraus, die darin bestand, dass der Ueber- 
gang zur inneren Grenze nicht durchgeführt werden konnte, weil eine 
solche nicht besteht. In diesem und in ähnlichen Fällen kann man 
durch Benutzung einer anderen Methode zum Ziele gelangen. 
Soll die Gleichung 

(8) lim lim y(r, s) = 0 
stattfinden, so kann man auch s zuerst beliebig gross annehmen, etwa 
gleich N; damit (8) gelte, muss es daun für r eine Grenze M der Art 
geben, dass für jedes r> M 

le, N) <r 
wird, wenn r eine beliebig kleine gegebene Grösse ist. Dies stimmt 
mit der ersten Definition überein, falls (9), (10) bestehen, wie leicht 
zu erkennen ist. Denn man wählt dann auf Grund von (10) zunächst 
N so grols, dass 

| P(N)| < 


wird, und darauf kann man wegen (9) M so bestimmen, dass für 
jedes r > M auch 
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lem F(N|<z 
ist. Die Vereinigung der letzten beiden Ungleichungen liefert nun 
plr, N)| <r. 

Was hier für die Grenzen r = œ, s = oo und den Werth O der 
rechten Seite durchgeführt ist, gilt offenbar in allen anderen Fällen 
mit einfachen Modificationen. 

So findet man 

lim lim 2 = 0, 
r=0 s=0 r 
wenn man zuerst r beliebig klein = ọ wählt und dann ø so annimmt, 
dass 6 < gt ist, Für jedes s<o wird 
8 s 
73 >; ® = T. 
Dagegen zeigt sich der andere Grenzwerth 
lim lim £ = œ, 
s=0 r=0 ! 
* indem man zuerst s beliebig klein = o wählt und dann ọ so annimmt, 
dass ọ < øt bleibt. Für jedes r < ọ wird 
s © 1 
RN) 


n S . es . 
Es wächst also = hier über alle Grenzen hinaus. 


87. 

Damit wir nicht gezwungen sind, spätere Entwickelungen wieder 
zu unterbrechen, schalten wir gleich hier noch einige Erörterungen 
über den Begriff der Stetigkeit ein. 

Dieser Begriff ist kein ursprünglich arithmetischer, sondern er ist 
aus den Anwendungen der Analysis auf die Geometrie und ‚Physik ent- 
nommen. Seine geometrische und physikalische Bedeutung ist aber sehr 
dunkel. Eine Curve ist weder, wie man sie zeichnet, noch wie man 
sie denkt, eigentlich continuirlich; man kann immer nur einzelne be- 

| stimmte Punkte — körperlich wie geistig — ins Auge fassen. "Und 
in der Natur scheint einerseits freilich jede Fernwirkung unfassbar, 
andererseits aber lässt sich ohne Annahme irgend welcher Unstetigkeit 
in der Raumerfüllung überhaupt keine Ortsveränderung im Raume, 
d. h. Bewegung, denken. 

In der Analysis handelt es sich immer nur um die Stetigkeit von 
Funetionen. Dabei spielte aber lange Zeit hindurch die geometrische 
Auffassung der Stetigkeit eine Rolle. So kommt bei Gauss der 
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Begriff Stetigkeit einer Function y von æ nur in folgendem Sinne vor: 
„Geht z von z, bis z,, und nimmt y für diese beiden Werthe der 
„Variablen die Werthe y, und y, an, dann giebt es zwischen x,, x, jedes- 
„mal ein 2’, für welches die Function den zwischen y) und y, beliebig 
„gewählten Werth y’ erhält.“ Es ist dabei an eine Curve gedacht, welche 
die beiden Punkte (x,, Y) und (&,, yı) mit einander verbindet und in 
ihrem ununterbrochenen Laufe den Verlauf der Functionswerthe darstellt. 
Statt dieser geometrischen Veranschaulichung wählen wir eine rein 
analytische Definition: „f(z) heisst bei einem bestimmten Werthe g 
„stetig, wenn ein von Null verschiedener, beliebig kleiner, aber end- 
„licher Werth von Ah bestimmt werden kann, für welchen die Un- 
„gleichung gilt: 
f@+h.)—fa)|l<t 
(~1<:<1), 
„wo z eine beliebig kleine, gegebene Grösse bedeutet.“ 
Wir benutzen ferner die folgenden Begriffe und Definitionen: 
„Eine Function f(x) heisst in einem Intervalle gleichmässig 
| „stetig, wenn nach Annahme des z ein und dasselbe endliche A die obige * 
| „Bedingung für jedes x des Intervalles erfüllt.“ 
„Eine Function heisst in einem Intervalle im Allgemeinen gleich- 
\„mässig stetig, wenn die Gesammtgrösse aller Intervalle, in denen die 
„Bedingung gleichmässiger Stetigkeit nicht erfüllt ist, sich mit z gleich- 
„zeitig der Null nähert, also kleiner wird, als eine vorgegebene, beliebig 
„kleine Grösse“ Der Ausdruck „gleichmässig stetig“ ist zwar nicht 
glücklich gewählt, weil eigentlich nur y = ax + b gleichmässig stetig 
ist, doch wollen wir ihn als eingebürgert beibehalten. 


§ 8. 
Wir kehren jetzt zur Betrachtung der Integrale zurück und fassen 
zunächst die Ergebnisse der ersten Paragraphen kurz zusammen. 
Wir sahen, dass, „wenn die Function f(x) in dem Bereiche von 
„Zo PIS Zən = x eindeutig und stetig ist, oder wenn sich in diesem Inter- 
„valle der Ditferenzen-Quotient dem Differential-Quotienten gleichmässig 
„nähert, dann alle Summen 
n—1 
(1) D (— tan + tarpa) f (Eiry) 
0 


„und insbesondere die Summe 


n—1 


(6) p r L 


a 
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„mit wachsendem n und ale, Grösse der Intervalle (x; ....x8.-+2) 


„gegen einander convergiren.“ Giebt es ferner eine Function F(x), 


deren Ableitung EACH (x) gleich der gegebenen Function f(x) ist, 
SITE “a ge3 

dann wird 

(9) lim Zt) — lim pa Era a „Z Si 


= F(x) — Fa) - 
Für die linke Seite von (9) schreiben wir in der jetzt üblichen, 


von Fourier zuerst benutzten Bezeichnung: a 


J Tods, 


so dass wır erhalten: 
(9%) fi f(a)da = Fa) — Fa). 


Aus $ 4 ergiebt sich, dass die notwendige und hinreichende Be- 
dingung für das Convergiren aller Summen (7) gegen einander durch 


ni 


lim ee Toy -+ Lant 2) Ox = 0 


n=n 


gegeben ist. So wurde sie von Riemann aufgestellt. Aber dieser Satz 
ist im Grunde nur eime Identität, damit lässt sich nichts anfangen; 
wie überhaupt die Erkenntniss nur fortschreiten kann, -wenn man mehr 
voraussetzt, als nöthig-ist. Wir wollen eine nur hinreichende, aber 
inhaltsreichere und leichter festzustellende Bedingung einführen. 

Diese soll so forınulirt werden: „die Summen convergiren, falls 
„F(x) eindeutig, im Allgemeinen gleichmässig stetig ist, und falls sich 
„eine endliche Grösse M angeben lässt, unter welcher alle Functional- 
„werthe des Bereiches bleiben.“ 

Die Bestimmung einer solchen Grösse M ist mitunter auch dann 
möglich, wenn der Nachweis der Existenz von Werten &, &° innerhalb 
(tax... 2242), für welche Maxima und Minima im Intervalle auf- 
treten, nicht möglich ist; so z. B. bei dem schon in $ 5 angeführten 
Riemann'schen Beispiele: 


f@) = -5 er BR 


Sind unsere Vormso erfüllt, dann nehmen wir eine be- 
liebig kleine Grösse r an und können darauf eine Grösse h so bestimmen, 
dass im Allgemeinen 
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Ifa+n)—fa)l<e (-1<e<1) 
wird. Die Summe der einzelnen Bereiche, in denen diese Beziehung 
nicht gilt, werde durch 7’ bezeichnet; mit abnehmendem t nimmt 
auch 7° nach Null ab. Die Bereiche, in welchen die obige Beziehung 
gilt, theilen wir in Intervalle (z,,...&,+2), deren Ausdehnung die 
Grösse k nicht übertrifft, und wählen in jedem Intervalle zwei beliebige 
Werthe £ex+1, 22x41; dann ist 
= (— Z2x + Xıx+e)t < (— Toz + Kar +e)(f(X2r+1) — f(&:-+1)) 
zZ + (— Tox -+ Tar 1 2E 


und also für die über alle Intervalle dieser Bereiche erstreckte Summe 


-@- a) I at Mar) TH IC +a— ET. 
Für jedes einzelne Theilchen (z,:...&22+s) des Bereiches 7” ist 
— (— 2 + 22142) 2M < (— 2 + tzat (f(22241) — flarırı)) 
zZ -+ (— TLl + £2142) 9 2M, 
da ja jedes f(x) kleiner als M ist. Für die sämmtlichen Intervalle auf 


(£,...x) erhält man, da Zz21}2 — £21 < h ist, durch Addition 


n—1 


— (@— 2) Mh E < + air) PH) 
<+(@—,)t+2M-h = 


oder 


BIS Lan + Zarpa) (f(@2x+1) — f(@2+1)) | <(e—%)r+2MT. 


Lässt man nun z und damit 7’ nach Null hin gehen, so folgt aus 
der letzten Ungleichung der zu beweisende Satz, nämlich dass alle 
Summen (7) unter den gemachten Voraussetzungen gegen einander 
convergiren. 


gg: 
Wir wollen jetzt abkürzend 


Da + 4 Flair) = SfE) (na) 


schreiben und dann nachweisen, 
1) dass & auch wirklich das Integral der Function f(x) nach der 
Euler’schen Definition darstellt, d. h. dass 


ds lim Si" fa) Ae fe) (ma) 


ist; und 
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2) dass das Integral des Differential-Quotienten einer Function F(z) 
auch wirklich wieder die Function F(x) — F(x,) darstellt, d. h. dass 


Ian) 5 le F(2) — F(z) (Zan = 1) 


wird. 

Dabei ist der Limes in Beziehung auf n immer so zu verstehen, 
dass die Anzahl der Theile wächst und die Ausdehnung der einzelnen 
Theile abnimmt. 

Wir wollen zuerst den Nachweis für die zweite Behauptung unter 
der Voraussetzung liefern, dass der Differenzen-Quotient von F(x) sich 
im ganzen Intervalle (x,... x) dem Differential-Quotienten gleichmässig 
nähert. Ich nehme zunächst eine beliebig kleine Grösse t, an; dann 
kann ich das Intervall in Theile (£2, . . . £2x4-2) von solcher Ausdehnung 
zerlegen, dass für einen jeden 


Furt dar Flur dar Fran) Fan) 
Ögurı t dur Boy ra Wr 
(0<u<1) 
ist, wenn nur Z241 + Ög».rı und 22,41 — 09,41 innerhalb (X3,...%2x+2) 


liegen. Multiplieire ich diese Gleichung nun mit (X3.+2 — %2») und 
addire für alle x, so folgt 


= sTo 


n— l 
D (— das + 242), lim 
m 9, d'=0 


n—1 n—1 


F( x = x , 
=> (— Zza + Tanp) z a +9 Can) + na &(@2r +2 = Lax) 


You r2 — Toy 


F(2zg p1 F 9.41) Fa, +1 rem] 
dzy p1 t St 


oder 
n—1 
dF( , 
D at) = FO) — Fa) + ne (@— n) 
0 2x+1 e 


(1<e,.<+]1) 
und folglich 
lim Sit TO Ag = Fa) — Fhe); 

und das ist der zu beweisende Satz. Der Beweis beruht auf gehöriger 
Verkleinerung der einzelnen Theile (— £o»... £zx+2), während über 
Ò, ö keine besonderen Voraussetzungen getroffen wurden. — 

Die im ersten Satze ausgesprochene Behauptung können wir auch 
so formuliren: „Der Differential-Quotient des Integrals nach der oberen 
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„Grenze ist gleich dem Integranden.“ Ausführlich geschrieben lautet 
die Formel: 
0 aa EN OE | 
lim lim : Fr f = f(x). 


ô, d =0 n=% 


Hier ist die zweite Summe durch ein anderes © bezeichnet als die 
erste, um den Anschein zu vermeiden, als ob bei ihr dieselbe Eintheilung 
vorausgesetzt würde wie dort. Führen wir die Summen ein, so können 
wir die linke Seite auch folgendermassen schreiben: 


m—1 


í 4 1 3 j 
lim lim ET 3 (— Zan + 22x43) (2x41) 


ô, ð'=0 m, n=% 


> (— 231 Haufen] ’ 


wobei Zem = £ + Ô, ən = x — ò’ gesetzt werden muss. Wenn wir 
jetzt die Annahme machen, dass f(x) an der oberen Grenze stetig ist, 
dann können wir ô, 6’ so wählen, dass die Funetionalwerthe innerhalb 
(x — ð... + 8) sich von einander um weniger als 4 unterscheiden. 
Dabei ist t eine beliebig kleine, vorher gewählte Gröfse. Ist dies ge- 
schehen, dann können wir in der ersten Summe die Eintheilung von 0 
bis &— 6’ so wählen, dass die zugehörige Partialsumme sich von 
der zweiten Summe um weniger als eine beliebig kleine Grösse r, 
unterscheidet. Hierzu reichen unsere Voraussetzungen aus § 8 hin. 
Endlich wählen wir dann 23n—ı = x, und jetZt folgt, dass unser obiger 
Ausdruck sich von f(x) um weniger als 


sy rt 


unterscheidet. Nehmen wir t, = 4r (ô + ô’), so ergiebt dies r. 

Damit ist auch der erste Satz bewiesen. Man bemerke aber wohl, 
dass man hier gleich anfangs über die Grössen ð, ð’ verfügen musste 
und zwar, ehe man zur Festsetzung der Grösse der Intervalle schreiten 
konnte, während bei dem Beweise des zweiten Satzes ð und ò’ nicht 
besonders berücksichtigt zu werden brauchten. In beiden Fällen haben 
wir einen doppelten Grenzübergang; das wird nicht immer genügend 
beachtet. Allerdings geht in der abgekürzten Schreibweise 


lim G" fa) As = | fæ)da 


n=% 


der eine Limes unter; vorhanden ist er aber. In dieser Schreibweise 
lauten unsere Sätze: 
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4 frode = f) 
% 
und K 5 
7 ITO de = F(a) — Fa). 
x 

Durch den gelieferten Nachweis haben wir den früheren Euler’schen 
Standpunkt mit den modernen Anschauungen vereinigt. Wir werden 
uns weder ausschliesslich der einen noch der andern Integral-Definition 
anschliessen, sondern wir behalten uns vor, beide je nach Bedürfniss 
zu benutzen, da hierdurch Schwierigkeiten vermieden werden können 
die, wie wir bald sehen werden, sonst auftreten würden. 

Wir können endlich noch eine Darstellung des Integrals geben, 
die des Interesses nicht entbehrt. 

Jedes Glied 


$ 


(— Toy + Lanta) f(Eax+1) 
unserer Summe © ist nämlich selbst wieder ein Integral 


72x-+2 


= [Maier ddr, 
tox 
wenn f(&2,4.1) im Integrationsintervalle als constant angesehen wird. 
Definiren wir also eine Function f, (x) der Art, dass sie zwischen xy, 
und 9,42, die obere Grenze eingeschlossen, den Wert f(x2,4.1) besitzt 
dann erhält man 


ee 72x42 


S fa) da =X fhada. 


Das links angegebene Integral besteht somit aus einer Summe von Inte- 
gralen, bei denen die Functionen unter den Integralzeichen längs der 
einzelnen Teile des Integrationsintervalles constant sind; man erhält 
bei einer geometrischen Darstellung des Verlaufes der Functionswerthe 
statt der Curve eine gebrochene Linie, die abwechselnd der Abseissen- 
und der Ordinaten-Axe parallel läuft und bei beliebig weit fortgesetzter 
Theilung des Intervalls in immer mehr Punkten mit der durch y = f(x) 
dargestellten Curve zusammenfällt. 


8 10. 


Aus den angegebenen Sätzen folgt ohne Weiteres die Beantwortung 
der Frage, ob die Euler’sche Aufgabe mehr als eine Lösung zulässt. 


Man kann nämlich feststellen, wodurch sich zwei Funetionen, deren | aN 
Kronecker, Integrale. 2 
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Differentialquotienten einander gleich sind, von einander unterscheiden 
können. Soll sowohl 


= = f(a ) als Ra = f(a 2) 


sein, so ist 
d[ F(z) — #(x)] ) 
DE U 
dx 


und PA 


d[F(e)— 8 
lim f vta lesh e N E a A 


n=n 
To 


Der Ausdruck hinter dem Limes nähert sich nach § 9 der Grenze 
Flen) — Fla) — Play) + Oi), 
wenn sich der Differenzenquotient der Function F(x) — ®(x) im All- 


gemeinen gleichmässig dem Differentialquotienten derselben nähert. 
Dann ist also, wenn man x für zə», einsetzt, 
F(x) = (2) + [F() — Pæ), 
d. h. die beiden Funetionen unterscheiden sich nur durch eine Con- 
stante von einander. Unter der angegebenen Voraussetzung giebt es 
mithin im Wesentlichen nur eine Integralfunction. 
Auch die folgenden Fundamentalregeln der Integralrechnung er- 


geben sich leicht: 
I) Es ist 


(10) frois + fr@)as Sior, 


vorausgesetzt, dass 


lim S’f(«) 4x = F(b) — F(a), 
lim S,f(«) dæ = F(e) — Fb) 
gesetzt werden kann; denn in diesem Falle ergiebt sich die Identität 
F(b) — Fa) + F(c) — F(b) = F(c) — F(a). 
II) Unter ähnlichen Voraussetzungen erhält man 


a) Sowas + frodi = [ge + vear, 


da die Integration wieder die Identität liefert: 
(P(d) — Pla)) + w) — va) = (PL) + vE) — (Pla) + va). 
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III) Die Richtigkeit der Gleichung 


b b 
(12) Jods = ef fa)az 
a å 
ist nach unseren beiden Definitionen evident, wenn e constant ist. 
IV) Ferner sieht man, dass 


b a 
(13) f PE E J f (da 
a b 
ist; denn man erhält hierfür 
f® — f = — (f(a) — FO). 

V) Integrale kann man durch Einführung anderer Variabeln bis- 
weilen vorteilhaft umgestalten. 

Führt man in 


Yon 


Jody = Gn) — G0), 


Yo 
wo G(y) die Integralfunction von g(y) bedeutet, die neue Variable 
x durch 
gl) =y; pæ) =y, 

ein, und ist hier y eindeutig durch x, und ebenso x eindeutig durch y 
bestimmt, dam wird nach der ersten Definition der Integrale 

TIn 

dG (ge 

SE Dar = Gloen) — Eole): 

rechnet man links den Differentialquotienten aus und kehrt rechts zu 
y zurück, dann entsteht 


2n Yan 

(14) CAOL me J Way. 
Zo Yo 

Die Anwendung der zweiten Definition liefert dasselbe Resultat. Denn 

es ist 


n—1 

D (Yas + 949 Wera) 
0 Å 

n—1 


-=> (Ya) + P (£2442) 9 (P (2x41) - 


Hierin aber lassen wir y2»+41 und damit x», vorläufig in den erlaubten 
Grenzen noch unbestimmt. Weil nun, wie aus der Differentialrechnung 
bekannt ist, 


(14*) 


9* 
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PlÜex+2) — Pla) = (22x42 — L27) P (ber+1) 
gesetzt werden kann, wo 2,1 einen passenden Mittelwerth zwischen x; 
und Z2x+2 bedeutet, wenn (x) innerhalb (2)... 22n) gleichmässig stetig 
ist, so kann Zsxpı = ba. +1 gesetzt und Y2x+1ı = P(£2x+1) daraus ein- 
deutig bestimmt werden. Hierdurch entsteht 


n—1 n—1 


D (Cuert pert) Irt) = art) ar); 


und dieses Resultat stimmt mit (14) überein. 
Insbesondere folgen aus unserer Formel die Gleichungen: 


(15) if 5 Bee J a 


4 ZT? 
(16) O = | fe — ode. 


a c 


In die Formel (14*) setzen wir statt g(p(x)) ein y(x): 


n—1 Tn 


(17) Um eo (o P (T27) + P(8274+2)) (T2241) (Wa u@ar. 


Hier unterscheidet sich die Summe links von der bei unserer zweiten 
Definition auftretenden dadurch, dass (— £e» + &,+.) durch die Diffe- 
renz zweier Funetionalwerthe (—g(&s,) + P(Xex-2)) ersetzt ist; (17) 
liefert also eine Verallgemeinerung jener Definition. 

Endlich machen wir von der Transformation noch folgende, häufig 
zu benutzende Anwendung. 

Es sei f,(&) eine gerade und f(x) eine ungerade Function, d. h. 


fol Fe £) Eş hl); il E x) p f (x); 


führt man dann in 
+e +e 
fhi, frois 


statt x ein — y, so folgt, wenn man statt y wieder x schreibt, 


nal Z5 


fi ode - fidia- froi, friði l 


Se Er Fr Fe 
fioi = fiia J de — fhe)äs 
—a +a a —a 
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und man erhält also 


frois = F (fre da Ro) = 1 fh)ds; 


— Q 


und 


+o 
Jii =0. 


VI) Von grossem praktischen Nutzen ist der Satz über partielle 
Integration; wir können ihn unmittelbar aus der bekannten Diffe- 
rentialformel 


Up(E)H(R)) = g (xjdy (s) + Yla)dyp(z) 


ableiten, indem wir sie zwischen den Grenzen a und b integriren: 


b b 
a) OOTO OE OLO] 
Durch die Substitution 


wa) = Pa); va) = f Pads 


erhalten wir die neue Form: 


(19) $ (2) P(x)de = lof roa) -flea fra) dx. 


Denselben Satz leiten wir mittels der zweiten Definition her, indem 
wir in die von Abel stammende, noch häufig zu benutzende Identität 


n—1 n—1 


Ao Do +2 a,_ı(bz = b,_ı) = IE (a, Sag, a,—N1)b; + dn 10am 
1 I 


einsetzen: 
a, = P(&2,+1), b, = Yp (2x) 


und die entstehenden beiden Summen gemäss (17) bei wachsendem » 
in Integrale übergehen lassen; dabei resultirt 


Tn 


aa) + Fan) =— ftd) Hann): 


Hier kann man, da die Theilpunkte beliebig nahe an einander gerückt 
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werden, statt x, eintragen x,, und statt x9„—ı und &3„_s jedesmal &,,; 
so folgt denn: 


Joa) = vw — froo), 


und dies ist bis auf die Bezeichnung der Grenzen mit (18) identisch. 


S ıl. 


Wir wollen jetzt an einigen Beispielen zeigen, wie sich unser © 
der Integralfunction nähert. 


1) Bei f(x) = x? erhalten wir, falls — wie es gestattet ist — das 
Intervall (x,... x) in gleiche Theile getheilt wird, die Summe 


rale + (2 = + (+ 2 u ee 1) u ] 


—%, 


0 2 E —]) — 2)? m? = 


er 


= (£ — To) + (E — 2 To (1 Bor +) + @—2%)° E es 


— y n J 6n?) ? 
und diese wird für n = œ zu 
N 1 wr 7 
(2 — Lo) o + (8 — 2) £o + ;@- n) = Pa 


Wi 


” 


erhalten also durch Summation als Integral 


Jer = F(x) — F(«,) = - (x — 2°). 


2) Bei f(x) = cos x ist zu bilden: 


% 


TA [cos Xa + cos (z + ee 


+ cos (z 372 =) ++: + cos (2o AA 1 


Da aber die Summe 


cos « + cos (« + v) -+ cos (æ + 2v) +- - + cos (e + (n — 1)v) 


n— i 
TE; (u —— v) 
o g 


ist, so wird der obige Ausdruck zu 
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. L— X g+ x 3 F 
= 2 sin —-— cos —; ~ = sing — sin% , 


und wir bekommen in diesem Falle den Werth 


z 
2 


fooszaz = F(x) — F(x) = sin x — sin 2%). 
Hierbei sei erwähnt, dass die aus 
lim (p(n) — y(n) = 0 
folgende Gleichung rii 
lim ø(n) = lim y(n), 


falls p(n) nicht schon gleich y(n) ist, von Paul du Bois-Reymond 
eine „infinitäre Gleichung“ genannt wird; dieser Ausdruck bedeutet also, 
dass sich, wenn » hinreichend gross gewählt wird, œ (7n) und y(n) um 
beliebig wenig von einander unterscheiden. 


3) Es sei f(x) = 4; dann folgt aus der Euler’schen Definition: 


Je nen ie 


æ 


Ist 8 = 1, « = 0, so stellt die Differenz rechts in 


Te ig 11080 
0 


keinen angebbaren Werth dar. Die in den ersten Beispielen durch- 
geführte Methode, die M zu finden, können wir hier nicht 
mehr anwenden, da — für v == 0 nicht mehr unter einer zwar be- 


liebig grossen, aber doch endlichen Grösse bleibt, also auch 


Sts 


0m 
keinen angebbaren Werth besitzt. Nimmt man hier statt der unteren 
Grenze O eine beliebig kleine Grösse ð, so hat die Gleichung 
lim lim ©! + 42 = lim (log 1 — log ð) = — lim log 6 
d=0n=» z j =0 ġ=0 
Gültigkeit, und man erkennt, dass mit 3 auch der negative Wert des 


Integrals über alle Grenzen wächst. 
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4) Bei f(x) = zz hat man zunächst Eindeutigkeit herzustellen, 


Dies geschieht, ae man ein bestimmtes Vorzeichen der Quadratwurzel 
als geltend festsetzt, z. B. unter Verwendung der Weierstrass’schen 
Bezeichnung | Y |. 

Soll jetzt 


iT | 
gebildet werden, so stellt sich an der unteren Grenze dieselbe Schwierig- 


keit ein, wie ım vorigen Beispiele. Wir bilden nun wieder wie oben 
den Grenzausdruck 


m fr BR -= lim lim © 2 
A 


|y ö=0 n=» ° | Væ | 


= lim 2 {| Va | — |Vë |) 
= 2| Va |. 


Hier ist der Integralwerth gleich dem Grenzwerthe eines Summen- 
grenzwerthes. Wollte man nach der Dirichlet’schen Anschauung das 
Integral (wie es nach unseren Auseinandersetzungen nicht möglich ist) 
mit einem Flächeninhalte und daher mit einem Summengrenzwerthe iden- 
tifieiren, so wäre es überhaupt kein Integral zu nennen, sondern nur 
der Grenzwerth eines solchen. Riemann nennt in der That, indem er 
nur auf die Summen-Darstellung Rücksicht nimmt, dies Integral „ein 
uneigentliches“. 

Wir knüpfen hieran noch zwei Bemerkungen: 

Der letztbehandelte Fall hat uns gezeigt, dass die Euler’sche 
Definition eine weitere Auffassung des Integralbegriffes liefert, als die 
neuere; und wie wir schon erwähnten, ist es von Nutzen, beide Defini- 
tionen neben einander beizubehalten, um die eine nöthigenfalls durch 
die andere modifieiren zu können. 

Ferner beachten wir, dass die durch einen unendlich grossen 
Functionalwerth eingetretene Schwierigkeit, der wir oben begegneten, 
sich mitunter durch Transformation des Integrals heben lässt. Führen 
wir im letzten Beispiele eine neue Variable ų durch 


ein, dann erhalten wir sofort die Umformung in ein „eigentliches Integral“, 


a | Va | 
R ag h — 
AAE HE : 
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Wollten wir dagegen im dritten Beispiele bei 
1 
ə», 
da 
RR 
0 


ähnlich verfahren, indem wir 
y = log x 

nehmen, so würde nur eine Schwierigkeit durch eine andere ersetzt 
werden, indem die untere Grenze gleich —-oo zu setzen wäre. 

Können wir ein „uneigentliches“ Integral, wie es in 4) behandelt 
ist, durch Transformation in ein „eigentliches“ umformen, so legen wir 
ihm den Werth desselben bei. Umgekehrt kann jedes „uneigentliche 
Integral“, welches überhaupt einen Sinn hat, durch eine geeignete Trans- 
formation in ein „eigentliches Integral“ umgewandelt werden. 
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Differentiation des Integrals nach einem Parameter. — Doppel-Integral. — Inte- 
gration eines Integrals. — Vertauschung der Integrations-Folge. — Fixirung des 
Integrationsbereiches. — Transformation des Doppel-Integrals. — Berechnung des 


Wahrscheinlichkeits-Integrals. 


el 
Wir wollen jetzt das Integral 


Jie, u)d& 


unter der Voraussetzung, dass u, v, w Functionen einer Variablen t 
seien, nach diesem £ differentiiren. Aus der Erklärung des Differential- 
Quotienten als Grenzwerthes des Differenzen-Quotienten folgt: 


w w+ d w w 
A P ; 1 ; > 
3 ff, u)dæ = lim er | fre, u + Iu)da -f'e Dr 
ë v+ dv v 
+4 w+4w 
= lim a [ffe u+ Auda + ffe, u + Ju)dz 


+ ffe, u+IW)—f(&, w)dz| 4 


Wenn nun f(x, u) als Function von £ in der Nähe des Werthes £, für 
welchen differentiirt wird, gleichmässig stetig ist, dann unterscheiden 
sich f(x, u +- Zu) und f(x, u) beliebig wenig von einander, und 
f(z, u + du) — f(x, u) du 
EEE "at 
nähert sich somit dem Werte 
df(æ, u) du, 
du u’ 


wenn ferner f(x, u) zugleich als Function von v stetig ist, dann nähern 
sich die beiden ersten Integrale der letzten eckigen Klammer den Werthen 


Differentiation nach einem Parameter. — Doppel-Integral. en 


Av: f(v, u) und Jw- flw, w), und man erhält also unter den gemachten 
Voraussetzungen: 


w 


(1) afie, u)dæ= -— f(v, u) z + fw, u) = E afe w): a da. 


Sind v und w von # unabhängig, dann vereinfacht sich die Formel zu 
dfx, u) du 
(1*) + 3 fie u)da =f Fee Se . de. 


$ 2. 
Wenn wir die Integration eines Integrals nach einem Parameter 
vornehmen wollen, etwa 


Tı Yı 

Jafre, y)dy, 

To Yo 
so betreten wir damit das Gebiet der Doppel-Integrale. Wir wollen, 
einer äusseren Systematik zu Liebe, dem nicht ausweichen, sondern 
vielmehr die Methoden, welche der Theorie der Doppel-Integrale ent- 
stammen, auch in der Theorie der einfachen Integrale verwerthen. 

Wir definiren: 


x ù 
2m Ya n 
è . 


fie, Dizay 


(2) Xa Ya 
=lim lim X flarsti, Yr+ı)(E2x42 — Tax) (Y242 — Y2) 
MER n= y=)... mml 
= .n— t1 


oder auch, den Anschauungen der ersten Vorlesung gemäss, 


m—1 


a oc y)dzdy = lim F RRI Y) (2x42 — Xzx)dy . 


To Yo 


Natürlich muss, damit diese Definitionen eine reale Unterlage besitzen, 
f(x, y) bestimmten Beschränkungen unterworfen werden. Erstens muss 
f(x, y) innerhalb des Integrationsgebietes, d. h. für alle Werthepaare 
£, Y, für welche £o <£ < Zm) Yo L Y Š Yen ist, eindeutig bleiben; und 
zweitens müssen gewisse Stetigkeitsbedingungen erfüllt sein. Wir setzen 
voraus, die Function solle gleichmässig oder auch im Allgemeinen gleich- 
mässig stetig sein. 


98 Zweite Vorlesung. 


Unter der Stetigkeit bei zwei Variabeln verstehen wir hier Folgendes: 

„f(x, y) heifst bei dem Werthepaare x, y stetig, wenn ein von 
„Null verschiedener, beliebig kleiner, aber fester Werth von A besteht, 
„für welchen die Ungleichung gilt: 


fæ +h: ð, y +h) — fly) | <r 
19, e<l), 


„Wobei t eine beliebig kleine, endliche Grösse bedeutet.“ 

„Eine Function f(x,y) heisst in einem Intervalle (x, < £ < tom; 
nYo SW < Yn) gleichmässig stetig, wenn nach Annahme des z ein 
„und dasselbe endliche % die obige Bedingung für jede Stelle z, y des 
„Intervalles erfüllt.“ 

„Eine Function f(x,y) heisst in dem Intervalle im Allgemeinen 
„gleichmässig stetig, wenn die Gesammtfläche aller Stellen, welche 
„aus dem Gebiete ausgeschlossen werden müssen, um die Function im 
„Restbereiche zu einer gleichmässig stetigen zu machen, sich mit r 
„gleichzeitig der Null nähert.“ 

Für die Convergenz der Doppelsumme (2) ist es hinreichend, dass 
im Bereiche xy <E < Zomi Yy LY < Ye, die Function f(x,y) im All- 
gemeinen gleichmässig stetig sei, und dass die Werthe f(x, y) unterhalb 
einer angebbaren, endlichen Grenze M bleiben. Der Beweis hierfür 
läuft dem in § 8 der ersten Vorlesung gegebenen so vollkommen parallel, 
dass wir ihn hier übergehen können. Die Aufsuchung der nothwendigen 
und hinreichenden Bedingung würde zu der Einsicht führen, dass mit 
zunehmender Verkleinerung der einzelnen Intervalle 


Ka a Bonta, Yah Ysaia) 


die Summe der Producte aus (— £a» + Xante) (—Yaı + Yz2a+2) und der 
Maximalschwankung der Function innerhalb des zugehörigen Rechtecks 
beliebig klein mufs gemacht werden können. Dies ist mit veränderten 
Worten die Riemann’sche Bedingung auf zwei Variable übertragen. 

Wir haben uns bei den jetzigen Betrachtungen von der Forderung 
gleicher Theilintervalle emancipirt. Wir dürfen noch weiter gehen und 
auch von der Eintheilung in die Rechtecke mit den Seiten (Üex..- Karte), 
(Yz21. . - Yza+2) absehen. Denn wir haben hier zwei Dimensionen zur 
Verfügung und können daher die Änderungen nicht nur an der Grösse 
sondern auch an der Gestalt der Theile vornehmen. Ja die Eintheilung 
braucht nicht einmal das ganze Gebiet zu erschöpfen; es reicht aus, 
dass die Summe der Producte aus allen ausgeschlossenen Stellen in die 
grössten zugehörigen Functionalwerthe nach Null eonvergirt. 


Integration eines Integrals. 29 


SE: 
Wir können nun die Integration 


Yı 
À 


Jiaj ra, y)dy 


eines Integrals in Angriff nehmen. Es sei (x, y) die Integralfunction 
von f(x, y)dy und ®(x, y) diejenige von p(x, y)Jda. Dann ist 

Zi H Mi 
A da J f(z, y)dy = J [p@, y) — p2, W)lde 
= D(z, Vy) — Pla, Nn) — Dlr, Y) H Plan, Y) - 
Ist ähnlich y(x, y) die Integralfunction von f(x, y)dæ und P(x, y) 
diejenige von »(z, y)dy, dann wird 
Yı Ti Yı 
Saure, Dar = fives m — va, May 

To Yo 
= P(x, y) — Fu) FR n) H Pr, Yo). 

Um diese beiden Resultate zu vergleichen, differentiiren wir sie nach 
2; dann ergiebt die erste Gleichung, nach $ 9 von Vorlesung I 


Yo 


Yı 

DR 88m, n) _ IPE, V) 
Jie, y)dy Dee F FO In 
Yo 


und die zweite, nach $ 1 dieser Vorlesung 


Yı 
Z Pa, Yı) Plz, Yo) 
Jre, DA Ea e eer 


Aus der Gleichheit der linken folgt die der rechten Seiten, und also, 
wenn man sich x, als variabel denkt, nach dem ersten Satze aus $ 10 
der ersten Vorlesung, dass die beiden Ausdrücke 


2(2,4) - Ba.) - De, w)+ Da, 9%); 
DIE Ih Ic, Y) E Wr, Y) Ar Et, %) 
sich nur um eine Constante von einander unterscheiden können. Diese 


Constante muss hier den Werth O haben, da beide Ausdrücke für x, = 2% 
einander gleich werden. Also ist 


Yı tı Ku! Yı 
(8) Juffie, y)da = faz fæ, y)ly; 
To To Yo 


Yo 


| 
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dazu müssen nur die Functionen ®(x,y), P(x, y) von der angegebenen 


Eigenschaft 
o P(x, y) EL ep(z, y) $) 
ETTE, TE f(e, y), 
| Px, y) _ Oyla, y) _ 
Yun NE ex - = f(@,y) 
existiren. 
Bei der Definition des Doppelintegrals als Grenzwerth einer Doppel- 
summe 
lim e = Lah En %an+2) (— Yaxr + Yarta)f(Xer+ı, Yar+ı) 
=o 10... m 
k=0...n—1 


erscheint es selbstverständlich als gleichgültig, ob man zuerst in Be- 
ziehung auf A oder zuerst in Beziehung auf A summirt, sobald die 
Function f(x, y) endlich und nach beiden Dimensionen im Allgemeinen 
gleichmässig stetig ist. 


S 4. 
Bisher wurde stillschweigend vorausgesetzt, dass die Integrations- 
grenzen Zy, Vi; Yoy Yı von einander unabhängig seien. Ist dies nicht 
der Fall, und haben wir etwa 


a Yı (z) V Qı W 
Saefre, y)dy oder Jufre, y)de, 
zo Wole) % 9) 


so kann man überhaupt nicht mehr davon sprechen, dass man beim 
“ersten Integrale zunächst nach x, beim zweiten zunächst nach y inte- 
griren will. Um zu erkennen, in welchem Sinne auch hier von einer 
Veränderung der Integrations-Reihenfolge die Rede sein kann, wollen 
wir die geometrische Veranschaulichung der doppelten Integration zu 
Hülfe nehmen. 

Sind die Integrationsgrenzen von einander unabhängig, so erfolgt 
die Integration über ein Rechteck mit den Eckpunkten &,, Yoi Zos Y1; 
Lis Yj Zis Yop, dessen Seiten also den Coordinatenaxen parallel laufen. 
Unter f(x, y) kann man dann entweder eine im Punkte x, y errichtete 
Senkrechte von der Länge f(x,y) verstehen, so dass das Integral 

zı Yı 
J Jie Dizay 
Zo Yo 
als das Volumen eines Raumtheiles auftritt; oder man kann sich auch 
die Dichtigkeit des Punktes z, y in Beziehung auf Schwere, Elektricität 
u. dgl. mehr unter f(x, y) denken. Um auszudrücken, dass das Doppel- 
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integral über alle Punkte des oben beschriebenen Rechtecks zu er- 
strecken ist, kann man kurz schreiben 
P y SE Rn 
Jie, yde ; a 

Schwieriger wird die Angabe der Begrenzung schon, wenn man das 
Rechteck schief gegen die Coordinatenaxen legt. Man erkennt es als eine 
Aufgabe, die durch Ungleichheitsbedingungen zu lösen ist, das Gebiet 
für (x, y) anzugeben, wenn die Integration sich über eine beliebige geo- 
metrische Figur zu erstrecken hat. Ist diese z. B. ein Kreis mit dem 
Mittelpunkte (ë, n) und dem Radius r, so wird die Ungleichheits- 
bedingung gegeben durch 

Bel + 
Ist allgemein @(x,y) = 0 die Gleichung der Begrenzungscurve des 
Integrationsgebietes, so wird zu setzen sein 
(GŒ, y) <0), 
wenn das Vorzeichen von G@(x, y) so gewählt ist, dass die Werthe von 
G im Innern des Gebietes negativ sind. 

Angenähert erhält man dabei den Werth des Integrals, wenn man 
das Integrationsgebiet irgend wie in beliebige, kleine Flächenelemente 
theilt, den Inhalt eines jeden dieser Elemente mit dem Werthe von f(x, y) 
für einen beliebigen Punkt des Flächenelementes multiplieirt, und alle 
diese Producte dann summirt. Dazu muss nur f(x, y) eine eindeutige, 
endliche und im Allgemeinen gleichmässig stetige Function sein. Denkt 
man sich das Gebiet G(x, y) < 0 speciell in beliebig kleine Rechtecke 
durch eine Reihe von Parallelen zur X-Axe und eine andere Reihe 
von Parallelen zur Y-Axe getheilt, so kann man entweder zuerst für 
einen bestimmten Werth & von x in Beziehung auf alle im Integrations- 
gebiete liegende, dem & zugehörige Werthe von y integriren, dann in 
dem erhaltenen Resultate das ë alle ihm möglichen Werthe durchlaufen 
lassen und so die zweite Integration ausführen; oder man kann um- 
gekehrt verfahren. Entsprechen im ersten Falle einem x = & nur zwei 
Werthe y = y und y, für welche G@(x,y) = 0 wird, so muss man, 
falls 7, > y ist, von yọ bis n, integriren. Entsprechen dagegen einem 
x = $ mehrere Werthepaare y, für welche G(x, y)=0 wird, etwa 74,91; 
Nes "si ---, Wobei %1 > Nos N3 > Ma, - .. sein soll, so ergeben sich für 
den Werth & ebensoviele einzelne Integrationen, nämlich von n, bis n,, 
von n bis n, u.s. f. Aehnliches gilt auch für unseren zweiten Fall. 
Immer aber wird man unter den, über f(x,y) gemachten Voraus- 
setzungen bei beiden Summationsarten dieselbe Summe erhalten; es 
nähert sich bei richtiger Normirung der Summen-Ausdehnung 
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> > (— zen + Zen+2)(— Yor + Yarto)f(Xen+ı, Yarzı) 


dem einen wie dem andern der beiden Integrale 


Sefare», Jerfarre,n; Ceno, 


und diese sind also einander gleich. Diese Vertauschung kann als 
Transformation y = g’, x = y’ aufgefasst werden, durch welche das 
eine der Integrale in das andere übergeführt wird. 


§ 5. 

Dieser specielle Fall legt uns -die Frage nach der allgemeinen 
Transformation eines Doppelintegrals nahe, welches über ein be- 
liebiges Gebiet G(x, y) <0 erstreckt ist, und bei dem somit die Inte- 
grationsgrenzen im Allgemeinen nicht von einander unabhängig sind. 

Wir nehmen mit dem Doppelintegrale 


Jisistæ Geno 
eine beliebige aber eindeutige Transformation vor, indem wir 
x = p ($, n), = 4 ($, n) 


setzen, wo jedoch nicht nur x, y eindeutige Functionen von &, n, sondern 
auch umgekehrt ë, 7 ebensolche von x, y sein sollen. Analog der 
Transformation beim einfachen Integrale können wir die Transformation 
zunächst etwa bei 


Jiena 


ausführen, indem wir für y eine neue Veriinderliche n einführen, welche 
durch die obigen Transformationsformeln für x und y bestimmt ist, 


y = oz, q). 


Dabei braucht man von einer Elimination des & aus den beiden Trans- 
formationsformeln nicht zu sprechen; eine solche ist oft unausführbar, 
während die Abhängigkeit des y von æ und y durch jene Formeln voll- 
kommen definirt ist. Zudem ist Elimination meistens mit einem Ver- 
luste verbunden, so dass man die Elimination, wenn es irgend angeht, 
lieber vermeidet. Durch Eintragung des Werthes für y geht das Doppel- 
integral in 
09(x, n) 


az fra, o@ E an 
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über, dessen Grenzen durch die Ungleichheitsbedingung 

Gz, O(x, n) <0 
normirt sind. Ehe wir das neue Integral weiter transformiren, haben 
wir die Integrationsfolge zu vertauschen, was unter der jetzt noch auf- 


0 3 
zunehmenden Voraussetzung, dass ausser f(x, y) auch ep Oz, n) em- 
: 


deutig, endlich und im Allgemeinen stetig sei, thatsächlich gestattet 
ist. Somit wandelt sich das obige Doppelintegral in 


Sanfre, 9(z,n))- TE da 


um. Hier führen wir nun an zweiter Stelle xz = (ë, y) ein und er- 
halten dadurch 


EA \ [80 n) dpl, a 
J dn f fG, n), Ol (E, 4), n)) i EAA > Fe ae. 


Dieser Ausdruck ist nach dem Gesichtspunkte umzugestalten, dass im 
Schlussresultate nur œ, y und ihre partiellen Ableitungen nach ë, y 
vorkommen dürfen. Vergleicht man © und y, so folgt 
2O, n) _ Ey, n) 65 + ôv (E, n). 
on Pu) on 


Das noch unbekannte ge erhält man aus der Gleichung 
7 
08 _ gp åE ey 
en ur: on N ôn 
unter der Form 
CH: öyp\ Op 
ee 
onn en ön’ ` oE 


berücksichtigen wir aber, dass in dem Integrale 
== n) q 


Jaf fœ, 82, n)) dn 


das x des inneren Integrals constant ist a also in SEER 


— auch als 
constant betrachtet, d. h. dass z = () gesetzt werden muss, so folgt 


69(&, n) m. op èp | ĉp öy] õp 
en ðE ðn ôn 3 0E 


oder kürzer in verständlicher, allgemein üblicher Bezeichnung 
00(z, ð 
N (mr): 

Hierdurch erhält man das gewünschte Resultat in der Form 


JEG n) VE, m). — pav): didn. 


Kronocker, Integrale. 5 
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Jacobi nennt den Ausdruck: 
9ı 9 
Vi We 
Functionaldeterminante; die Engländer gebrauchen für ihn die Be- 
zeichnungen Jacobian oder Jacobi’sche Function. Für zweifache 
und dreifache Integrale wurden die Transformationsformeln schon von 
Lagrange gegeben, die allgemeinen erst von Jacobi. 

Bei dieser Transformation taucht aber noch eine Schwierigkeit 


auf. Wollen wir z. B. 
J dady 


durch x = Ņ, y = & transformiren, so wird die Functionaldeterminante 
dabei gleich — 1, und man erhält 


SFreiw= -f fizan 


Dieses Resultat zeigt sich auf den ersten Blick als falsch. Die Erklärung 
liegt darin, dass, während beim einfachen Integrale die Grenzen auch 
den Integrationsweg vorschreiben, dies beim Doppel-Integrale nicht mehr 
der Fall ist. Wir müssen deshalb festsetzen, dass das Flächeninerement 
immer positiv sei. Dies erreichen wir dadurch, dass wir der Functional- 
determinante stets ihren absoluten Werth beilegen; die Transformations- 
formel lautet dann schliesslich: 


(4) J Ke, y)dxdy = ffo, n), y (É, n)) l a A ddy. 


Aus dieser Formel kann man auch sofort schliessen, dass bei con- 
stanten Grenzen die Integrationsordnung vertauscht werden darf. 


9%, — 9%, = 


§ 6. 

Die abgeleitete Regel für die Transformation der zweifachen Inte- 
grale wollen wir zunächst nach dem Vorgange Dirichlet’s auf die 
Berechnung des einfachen Integrals 

J dæ = lm Jer*dx = lim F(z) 

0 Si 0 EF 
anwenden. Für beliebige Werte x der oberen Grenze lässt sich F(s) 
zwar im eine convergente Reihe entwickeln aber nicht in geschlossener 
Form angeben. 

Behufs leichterer Berechnung formen wir das Integral durch z= — x’ 
um; dadurch entsteht 
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—z 0 
-f et da = feds, 
0 —r 


0 
F(x) =f eede, 


und es kann also (vgl. 8.20, 21) 


folglich 


F 
lim 2 F(x) = lim e "da 
z=o2 g =» 
ga =g 


gesetzt werden. 

Der Grenzwerth auf der rechten Seite hat einen bestimmten Sinn; 
denn es lässt sich nachweisen, dass die beiden Integrale 

Tet 
fee und Je e PAR 
Paai 

bei beliebigen aber PET r, s und bei beständig wachsenden g, g” 
gegen einander convergiren. Da nämlich e~# < e~” ist, sobald x 
ausserhalb des Bereiches (0...1) liegt, und da hier g’ beliebig gross 
angenommen werden darf, so e man 


g'+s 
J e "dx fer an = — e0 +I Lens, 
v 
gies 
lim Jetde=0; 
a g=» 
ebenso findet man 
=6t+n 
lım erdte=0. 


g= 
= 


Damit ist die aufgestellte Behauptung bewiesen. 
Multiplieirt man jetzt das zu berechnende Integral mit sich selbst, 
so entsteht 


ze de 
lim 4F(«)® = lim lim dy fet +da ; 
zn g =n h =0 
g'=%2 h'=0 —ıh —g 


und dieses Doppelintegral wird durch Einführung von Polarcoordinaten 
integrabel. Wir setzen 

x=rcosv, y=rsinv 
und erhalten für die Functional-Determinante 

I cosy —rsmv 


sino +rcosv 
3* 
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also für den neuen Integranden e”’”’r. Nun sind noch die Integrations- 
grenzen zu bestimmen. Das Integrationsgebiet für x, y war ein 
Rechteck, dessen Seiten die Längen g+ g und h+ k hatten und 
die der X- bezw. Y-Axe parallel waren. Denkt man sich um den Null- 
punkt zwei Kreise geschlagen, deren kleinerer ganz in jenem Rechtecke 
verläuft und dabei die nächstgelegene Seite desselben berührt, während 
der grössere Kreis das gesammte Rechteck in sich fasst und dabei 
durch die fernste Ecke desselben geht; bezeichnet man ferner die Radien 
dieser Kreise mit R, und R,, so liegt das Integrationsgebiet des trans- 
formirten Integrals zwischen diesen beiden Kreisen. Man hat demnach, 
da ja der Integrand stets positiv ist 


2a Rı 2” Ra 
4 av ferar zf e"rdrdv </ av fer rar, 
{1 0 0 © 


2 . DR 
Be ee fe "rarav <al-—e "2. 
Hiernach ist, wenn man zur Grenze übergeht, 

+r 


lim feds = 2lim F(£) =| Vz l, 


(5) Jau =| Vxl, Jas = 4| Vz |. 
= 0 0 

Das berechnete Integral spielt in der Mathematik als „Wahr- 
scheinlichkeitsintegral“ eine grofse Rolle; es ist auch deshalb sehr be- 
merkenswerth, weil es eins der wenigen ihrem Werthe nach bekannten 
ist, die sich nieht durch ein, weiterhin zu erwähnendes, sehr allgemein 
anwendbares Mittel finden lassen. 

Die eben verwendete Methode trägt noch weiter. Führen wir in 


in Eine f dyf +y) =J 
=» y=% e 


wie oben Polarcoordinaten ein, dann wird sich ergeben: 


z 


2 


J= lim [dv forar =Z lim fiò, 
R 0 


=» 
0 


so dass wir das Doppelintegral auf ein einfaches reducirt haben. 
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Integration eines vollständigen Difterentials um ein Rechteck; um ein rechtwinkliges 


Dreieck; um ein beliebiges Dreieck; um eine beliebige Curve. — Beweis des 
Satzes für ein Ringgebiet. — Clausius’'sche Coordinaten. — Zweiter Beweis des 
Satzes. — Umformung seiner Voraussetzungen. — Erweiterung des Satzes. — 
Natürliche Begrenzung. — Functionen complexer Argumente. — Der Cauchy'’'sche 
Satz. — Beispiele, 
SEn 


Wir kommen jetzt zu einer der wichtigsten Anwendungen des in 
der Transformationsformel liegenden Satzes von der Vertauschbarkeit 
der Integrationsfolgen. 

Wir betrachten eine Function F(x, y), deren beide ersten Ab- 
leitungen 

Fe n= TE, Re) = 
und deren zweite Ableitung nach x und y, also 
Pop EE@y) Prey 
2 = ôx - dy dy- 0x 
in dem Integrationsgebiete und auf dessen Grenzen eindeutig, endlich 
und im Allgemeinen stetig sind. Integriren wir nun F, über ein 

Rechteck mit den Ecken 
Zos Y Zis Yoi Yi) Lahr 
so ergiebt sich einerseits 


ð F(x, y) 
ey 


x Yı zu 
Ja F,(x, y)dy = [äxtr, (2,9), 
To Yo Zy 


i F, (z, y,)dx -f Fi, Yda 
und andrerseits ae zs 


Pi 


Yı 
Ji dy J Fole, ddr = [aylr,@, D 
Yo 


Yı Yı 
= |, y)dy Bw, y)dy. 
Yo Yo 
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Nach unseren Voraussetzungen stimmen beide Resultate mit einander 
überein, d. h. es besteht die Gleichung 


E Yı To Yo 
wj F (£, y)dx +J F,(&,, y)dy +f F, (z, n)dz+ f Fa, y)dy =0. 
To Yo Tı Yı 
Nun ist aber 


Jare, yj = Ir (x, y)dx wie, y)dy. 


Setzt man hierin der Reihe nach v=x, und x,, also dæ = 0; und 
dann y = y, und y,, also dy = 0, so entstehen die Formeln 


Jire, D= f Fan; fare,n = f Fee dv; 


t= To, 


Jie, y) = | F.(e, Yo) dz; Jafe, y) -/F (£, y,)da. 
(=Y) U=) e 


Führt man diese Werthe in (1) ein, so erhält man 


2 Yı Zo Yo 
& fire n+ fire, n+ fare, n+ fire) o0. 
a a 2 H (=x) 4 U=) a @=x) 
Geometrisch gedeutet heisst das: „Das Integral des vollständigen Diffe- 
„rentials einer Function von x und y, erstreckt über den Umfang eines 
„Rechtecks, der Art, dass das Innere immer zur Linken der Fortschritts- 
„richtung bleibt, hat den Werth Null. Vorausgesetzt ist dabei, dass 
„die beiden ersten Ableitungen der Function sowie die zweite Ableitung 
„nach beiden Variablen eindeutig, endlich und im Allgemeinen stetig sind.“ 


82. 


In gleicher Weise wollen wir das Doppelintegral 


SI Fe Dazar 
über die Fläche eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Ecken &, y’; 
$, n’; E, y erstrecken, wobei ë >£; y >n 
y~ #7 sein soll. Das Dreieck hat also die neben- 
Be stehende Lage. Der rechte Winkel liegt an 
|. der Ecke &', n'; die Katheten sind den Coor- 


67 dinaten-Axen parallel; die Hypotenuse wird 
durch die Gleichungen 


a= E H il — E), y =n +tm—n) 
((=0...1) 


gegeben. Wir bilden nun zunächst das Integral 


P 1 


Integration um ein rechtwinkliges Dreieck. 39 
n 


ë 
Je F, (a, y)dy (m=n + a) H an), 
No 


bei dem die Grenzen so normirt sind, dass das Integrationsgebiet sich 
über is Dreiecksfläche erstmal, man aaa dafür den Werth 


fen. D -fre ' aes fr (æ, 1 + tn — ndz. 


Ebenso ergiebt sich für das Integral 


P 


Jas f Tue, y)dx (&= ER kok i (E’— =E +E), 


dessen Auseratizgbereich derselbe ist wie der obige, der Werth 


fine: CANA fr E’, y)dy +fr (E + tE — E), y)dy . 


Die en der paai Resultate liefert, als Summe geschrieben, 


0= J nemit fre, v)dy + a FE + € — 9, Day 


+/re n + tn — n’))de. 


Genau wie im vorigen Paragraphen ergiebt sich für die beiden ersten 
Integrale 


5 & n" y 
fre, n')da = farey), JEG, y)dy = fare 9) 
E §' e 7 1 Ti 


Führt man im dritten und im vierten Integrale der Summengleichung 
t als Variable ein, so geht die Summe dieser beiden in 


fre + lE — E), n H t — n) (m — ndt 
+ [mE + E97 + a E — dat 


1 
Fle, i 
> J — dt = J dF(«, y) 
0 


über, wo das letzte Integral in der Art über die Hypotenuse des recht- 
N 


LS 
eì 
T - 


PAn 


» 
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winkligen Dreiecks erstreckt ist, dass die Fläche zur Linken der Fort- 
schrittsriehtung bleibt. Damit ist dann der Satz bewiesen, „dass das 
„Integral 


j ara, y) 


„erstreckt über den Umfang unseres rechtwinkligen Dreiecks den Werth 

„Null besitzt“. 
Dieser Satz lässt sich ohne Weiteres auf jedes beliebige Dreieck 
ausdehnen. Denn jedes Dreieck ABC kann in 4 rechtwinklige Dreiecke 
zerlegt werden, deren 


2 Hypotenusen in die 
È Seiten des gegebenen 
: a f Dreiecks fallen, und 
z = ee | deren Katheten den 
SE a | N Coordinaten-Axen pa- 
M 2 Y N rallel laufen. Es reicht 
N | N dazu aus, durch eine 
SE \ ? 
PRA NN der Ecken, B, eine 
D Parallele zu einer Axe 
$ r i \ B i 
1 | sa Di zu ziehen und von den 
y N anderen beiden Ecken 


nt 

z `e A und C Senkrechte 
auf jene Parallele zu 
fällen. Integrirt man dann um die vier Dreiecke einzeln so herum, 
dass bei dem Umfahren der Dreiecksseiten AC, CB, BA die Dreiecks- 
Fläche ABC zur Linken bleibt, dann heben sich die Integrationen 
längs der Hülfslinien auf, da eine jede zweimal und zwar in verschie- 
denen Richtungen durchlaufen wird. Dabei wird die Summe der vier 

Integrale gleich Null, und dies beweist den ausgesprochenen Satz. 


§ 3. 

Nunmehr lässt sich der Schluss ziehen, dass überhaupt „das Inte- 
„gral eines vollständigen Differentials unter den für die Function auf- 
„gestellten Bedingungen über irgend eine geschlossene Begrenzung in 
„der Weise erstreckt, dass das eingeschlossene Gebiet stets zur Linken 
„liegt, den Werth Null erhält“. Die zu Grunde gelegten Bedingungen 
sind ausreichend für die Integrirbarkeit des Differentials, bezw. für die 
Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Integrationen seiner Ableitungen. 
Wir werden übrigens bald die aufgestellten Bedingungen einer genaueren 
Betrachtung zu unterziehen haben (vgl. $ 7). 


Integration um eine beliebige Curve. 4l 


Zuerst benutzen wir zum Beweise den Satz aus § 1 über die 
Integration um die Seiten eines Rechteckes. Wir ziehen in beliebig 
kleinen Entfernungen ö von einander eine Reihe äquidistanter Paral- 
lelen zur X-Axe und zerlegen dadurch das gegebene Gebiet in einzelne 
Streifen; diese Streifen können wir, wenn nur ð hinlänglich klein ist, 
ohne merklichen Fehler durch Rechtecke ersetzt denken, welche die 
innerhalb des Gebietes liegenden Theile je einer Parallelen als Grundlinien 
haben. Integrirt man daun um jedes einzelne Rechteck so, dass seine 
Fläche zur Linken bleibt, dann ist die Summe der Integrale gleich 
Null. Bei den Integrationen zerstören sich diejenigen, welche längs 
der Parallelen zur X-Axe innerhalb des gegebenen Gebietes verlaufen, 
da jedesmal sowohl von rechts nach links wie von links nach rechts 
auf zwei benachbarten Streifen integrirt wird; es bleibt die Integration 
über eine gebrochene, abwechselnd der X- und der Y-Axe parallele 
Linie zurück, welche der Curve umbeschrieben ist. Die Integration 
über dF' längs dieser Linie ist also Null. Bei abnehmender Grösse 
von ò nähert sich diese Linie der gegebenen Curve; und da F, und F, 
sich dabei in gleichmässiger Weise denjenigen Werthen nähern, die sie 
auf der Begrenzung erhalten, so gilt das Theorem, dass 


far = 


sei, auch bei der Integration um die Curve herum. 


Denselben Satz können wir mit Hülfe des Dreiecks-Satzes aus $ 2 
nachweisen. Wir zerlegen die Fläche in der Weise, dass wir von 
einem beliebigen in ihrem Innern gelegenen Punkte aus bis zu den 
Eckpunkten einer, der Curve einbeschriebenen, gebrochenen Linie 
Strahlen ziehen. Die einzelnen Seiten dieses Polygons sollen hinreichend 
klein angenommen werden. Die Summe der über alle so gebildeten 
Dreiecke sich erstreckenden Integrale hat nach $ 2 den Werth 0. 
Hierbei zerstören sich aber die Integrationen längs der einzelnen Radii- 
Vectoren, da ja jedes einzelne Dreieck so umlaufen wird, dass seine 
Fläche zur Linken der Fortschrittsrichtung liegt. Es bleibt also nur 
die Integration längs der im gleichen Sinne durchlaufenen Curven- 
sehnen zurück; diese liefert folglich auch den Werth 0. Der Ueber- 
gang von ihnen zur Curve selbst wird genau so vorgenommen, wie 
beim ersten Beweise*). 


*) Vgl. Kronecker: „Ueber das Cauchy’sche Integral“. Monatsber. der 
Akademie d. Wiss. in Berlin, 1885. $. 785 (30. Juli). 
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§ 4. 

Wir wollen den in Rede stehenden wichtigen Satz auch rein ana- 
lytisch ableiten. Hierbei mag man sich daran erinnern, dass zur 
Integration über die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks die 
Gleichung dieser Geraden in der Form æ = (t), y = y(t) benutzt 
werden musste. In einer solchen Form muss auch die Gleichung der 
Integrationscurve G(x, y) = 0 gegeben sein, wenn die Integration über 
den Umfang derselben wirklich ausgeführt werden soll. Dabei sind x 
und y als eindeutige Functionen von ¢ vorauszusetzen. Diese Annahmen 
involviren keine besonderen Voraussetzungen; denn, wenn eine solche 
Darstellung nicht möglich ist, dann lässt sich über das Gebiet über- 
haupt nichts aussagen. 

Den analytischen Beweis können wir bequem in etwas allgemeinerer 
Weise geben, indem wir statt des bisherigen Integrationsgebietes ein 
ringförmiges nehmen, dessen äussere 
Begrenzung durch die gegebene Curve 
dargestellt wird, während seine innere 
Begrenzung durch eine beliebige, mner- 
halb des Gebietes liegende, einfache 
Curve gebildet werden soll. Wir inte- 
griren dann von einem beliebigen 
Punkte A der äusseren Contour aus 
in der durch die Pfeile angezeigten 
Richtung um die äussere Begrenzung 
herum; dabei bleibt das Innere zur 
Linken. Ist man nach A zurückgelangt, dann integrirt man von da aus 
längs einer Strecke AB bis zur inneren Begrenzung; um diese wieder 
in der Weise, dass die Ringflüche zur linken Hand bleibt bis B; und 
dann endlich längs BA zum Ausgangspunkte A zurück. Die Inte- 
grationen über AB und über BA heben sich dabei auf; das Gesammt- 
resultat ist also eine Integration über die innere und eine über die 
äussere Begrenzung, wobei diese beiden in entgegengesetztem Sinne 
ausgeführt sind. Kann man beweisen, dass das Gesammtresultat 0 
beträgt, so ist hierin der Beweis des früheren Satzes enthalten. Denn 
wenn sich die innere Begrenzung auf einen unendlich kleinen Kreis 
redueirt, dessen Mittelpunkt x,, yọ und dessen Radius ọ sein möge, 
dann stellt sich unter Einführung von Polarcoordinaten das innere 
Integral als 


Var, y) = I Fila + ẹ cos t, yy + ọ sind) sin £ 
+ F, (x, + ọ cost, Y + o sin £) cos f)odt 
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dar. Folglich wird es unter unseren Voraussetzungen über F, und F, 
wegen des Factors ọ unendlich klein; damit sind wir dann auf das 
Theorem des vorigen Paragraphen zurückgekommen. 


85. 

Um den aufgestellten allgemeineren Satz zu beweisen, führt man 

am besten ein eigenthümliches Coordinaten-System ein, welches in der 
Potentialtheorie von Clausius zweckmässig und mit grossem Erfolge 
benutzt wurde; wir wollen diese Coordinaten als Clausius’sche Coordi- 
naten bezeiehnen. Die Benennung ist wohl gerechtfertigt, wenngleich 
schon Gauss das System der Coordinaten 


in seiner Abhandlung: Theoria attraetionis a * 
corporum sphaeroidorum ete. (Werke IV, se ty \ 
S. 1) benutzt. a N 
Wir nehmen auf der äusseren Begren- £ | | | ) 
zung einen willkürlichen Punkt A an und È 
rechnen von ihm aus auf der Curve in | / / 
unserer gebräuchlichen Richtung die Bogen- | / / 
lingen AM = s. Dabei können wir den \ TN Fi / 
ganzen Umfang der Curve = I setzen, so DE Ze Cá 


dass also s von O bis 1 läuft, während M 
von A aus in der angegebenen Richtung die ganze Curve umkreist. 
Ferner nehmen wir im Innern der eingeschlossenen Begrenzung einen 
festen Punkt P an, ziehen den beweglichen, um P drehbaren Radius- 
Vector PM, welcher die innere Begrenzung in Q schneidet, und be- 
stimmen den auf MQ beweglichen Punkt N durch die Coordinate 


r = 


wo Für die Punkte innerhalb des Ringbereiches varlirt somit r 


von O bis 1; alle Punkte der inneren Begrenzung haben r = 1, alle 
der äusseren haben r = (0. Dann ist also für jeden Punkt x, y des 
Ringgebietes 
2 Z pr, s), U y(r, 5) 
(r,s =0... 1). 

Wir wollen übrigens, um geometrische Complicationen zu vermeiden, 
die Voraussetzung machen, dass jeder Radius-Vector nur ein Schnitt- 
punkt-Paar M, Q aufweist. Diese Voraussetzung lässt sich stets durch 
geeignete Zerlegung des Ringgebietes und passende Wahl der Punkte 
P verwirklichen. Wir haben dann unter unseren Voraussetzungen ọ 
und % als eindeutige Funetionen von r, s bestimmt. 

Eine solche Coordinaten-Bestinnmung wird überall da angebracht 
sein, wo eine gewisse Begrenzung und ein gewisser Punkt im Innern 
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derselben eine Rolle spielt. Man kann natürlich bei einem Raum- 
gebiete ganz ähnlich die Lage eines Punktes im Innern bestimmen. 
Integrirt man jetzt 

J PPDY, 0. We drds CO 

2 örös 
einmal zuerst nach r dann nach s, und ferner umgekehrt zuerst nach s 
dann nach r, so müssen wir die Gleichung erhalten 

1 1 

" (eF\r=1 * (2 F\=! 
N (o Fiy ds F (r)a ar. 


0 0 


Nun beziehen sich Anfangs- und Endwerth von s für s= 0 und 


s = 1 auf denselben Punkt A der Curve. Nach den Voraussetzungen 
des ersten Paragraphen ist F(x, y) nebst seinen ersten und zweiten Ab- 
leitungen im ganzen Gebiete eindeutig. Folglich ist der Integrand 


rechts = 0) und man erhält 
1 
> R oF > D a 
bza ds -f (5); ds S 
0 


E) SaF 
(5) AN 
0 


Weil aber ds ge gleich dF für die äussere Begrenzung, und ebenso 


ds (B gleich d F für die innere Begrenzung ist, so drückt die letzte 


Gleichung den zu beweisenden Satz aus: „Wenn man längs zweier, ein 
„Ringgebiet umschliessender Curven in entgegengesetzten Richtungen 
„iutegrirt, so giebt die Summe der Integrations-Resultate Null; integrirt 
„man in derselben Richtung, so sind beide Integrations - Resultate 
„einander gleich.“ 


§ 6. 

Wir schliessen hieran noch einen weiteren Beweis unseres Funda- 
mentalsatzes. Die dabei benutzte Methode ist namentlich von den Ita- 
lienern vielfach angewendet worden; sie ist im Grunde aber von der 
vorher gegebenen nicht wesentlich verschieden. 

Soll das über jede geschlossene Curve genommene Integral gleich 
Null, also constant sein, so darf es seinen Werth nicht ändern, wenn 
man die Curve ändert. Wenn umgekehrt der Werth des Integrals von 
der Aenderung der Curve unabhängig ist, dann muss er gleich Null 
sein. weil dies bei der Curvenlänge O stattfindet. Der Beweis unseres 
Satzes ist also geführt, wenn wir zeigen, dass [dF(x,y) längs der 
Begrenzungscurve G(x, y; pP) = genommen (wobei p einen Parameter 


sn u ee er 
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bedeutet), unabhängig von der Veränderung des p ist, d. h. wenn wir 
zeigen, dass man erhält: 


a Jire) =D. 


Wir wollen diesen Nachweis beim Rechtecke £., Yo3 Zi, Yoj Zis Yi; 
Za y, als Integrationsgebiet geben. Hier war ($ 1) 


2 Yı To 
EuN F, (£, y,)da +[r.@, y)dy +[F.@, y,)da 


Yo 
+J F, (2, y)dy . 


Wir ändern das Rechteck ab, indem wir eine Eck-Coordinate, etwa x, =p 
ändern. Dann wird nach Vorlesung 2, § 1 


ô p 
Weil aber 


Ys Yo 
jr dy = Fa, y) 
0x, 62,0Y 


Yo 
ef "OF, (a 
Jr - — F, (2, Y) + Fi E Y) +J a £ dy. 
Yı 


dy=(F,(&%, Dy 
Yı Yı 


ist, so erhält man für į ‚fer in der That den Werth Null. Dasselbe 


Verfahren lässt sich auf die anderen Coordinaten anwenden. 


ST. 


So haben wir auf verschiedenen Wegen den Satz bewiesen: „Er- 
„streckt man das Integral 


Se fur Ea) 


„über die Begrenzung eines Gebietes, so dass das Innere desselben stets 
„zur Linken der Fortschrittsrichtung bleibt, und sind für alle Punkte 
„des Gebietes und seiner Begrenzung 
DF y). ORe, y. Fo) 
OA Om 0a0y 

„endliche, eindeutige und im Allgemeinen stetige Functionen, dann ist 
„der Werth des Integrals gleich Null.“ 

Die angeführten Bedingungen lassen sich noch umformen. 

Wir setzen von F voraus, dass im betrachteten Gebiete und auf 
seinen Grenzen 
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D E u A 3 F 0° 
02 ’_ og V 00? OTON og 


endlich und eindeutig seien. Dann folgt aus der Endlichkeit der drei 
zweiten Ableitungen, dass die beiden ersten Ableitungen für denselben 
Bereich auch stetig sind. Es ersetzen 
folglich unsere jetzigen Bedingungen die 
früheren höchstens an denjenigen Stellen 
nicht, wo F(x,y) aufhört, eine stetige 
Function zu sein. 

Gesetzt die Stetigkeit von F, hörte 
in einem Punkte O auf; dann können wir 
nach dem allgemeineren Satze aus § 5 
verfahren und zum Integrale über die 
äussere Begrenzung noch ein solches über 
einen beliebig kleinen Kreis hinzu nehmen, 
der den Punkt O umschliesst. Der Punkt 
O möge die Coordinaten ë, n, der Kreis um O den Radius o, und seine 
Punkte die Coordinaten 


z=E&+ocosv, y—=n-+oeosinv W=0...2z) 


besitzen; dann wird das um den Kreis erstreckte Integral 


2n 
Ye F,-snv-+ F, » cos v)odv 
0 


wegen der Endlichkeit von F, und F, und der unendlich kleinen Grösse 
von ọ selbst unendlich klein. Der Beitrag, welchen dieses Integral 
liefert, wenn man um die äussere Begrenzug und um O herum integrirt, 
verschwindet also; es ersetzen daher in diesem Falle die neuen Be- 
dingungen jene alten. Dasselbe findet statt, wenn in beliebig vielen 
disereten Punkten des Gebietes die Function F\, aufhört, stetig zu sein. 

Wenn zweitens die Stetigkeit von F, längs einer Curve AB unter- 
brochen ist, so zerlegen wir das Gebiet durch zwei dem AB benach- 
barte Curven A,B, und A,B,, deren Gleichungen 


P, (z, Y; t) = 0; P,(z, Yi t) = 0 
sind, in drei Theile; £, ? bedeuten dabei zwei Parameter, die so be- 
schaffen sind, dass 
P, (x, y; 0) = P, (z, y; 0) = 0 
die Gleichung der ausgeschlossenen Curve AB darstellt. Gilt jetzt 
unser Satz für die Gebiete (I) und (IL), dann ist 


Umformung der Voraussetzungen. AT 


+far=0; dF + | dF=0, 


a P, =0 P, =0 p, =0 


und also folgt für die Summe: 


Jar +f: dF +( ar + ar )=0. 


P=0 PA=0 PR=0 


Da nun F\(z,y) und F,(x,y) stetige Functionen sind, so werden sich 
bei hinreichend kleinen £, t die Werthe von dF für P = 0 und für 
P, = () an benachbarten Stellen um beliebig wenig von einander unter- 
scheiden; und weil A,B, und A,B, in entgegengesetzten Richtungen 


durchlaufen werden, so erhält man 


lim [ar + lim far—=0. 


t=0 e) B=0 t=0,) B=0 


Es gilt deshalb der zu beweisende Satz auch für das ganze Gebiet. Das- 
selbe findet statt, wenn in beliebig vielen discreten Linien des Gebietes 
F aufhört, stetig zu sein. 

Wir können also unseren Satz auch so formuliren: 

„Erstreckt man das Integral 


aF =| (Z ax sii 
Jæ- h s) 


„aber die Begrenzung eines Gebietes, so dass das Innere desselben 
„stets zur Linken der Fortschrittsrichtung bleibt, und sind für alle 
„Punkte des Gebietes und seiner Begrenzung die Ableitungen 


re a De EIER 
EEE; DU g dar? dzy ? ey? 

„endliche und eindeutige Functionen, dann ist der Werth des Integrals 

„gleich Null.“ 

Diesem Satze kann man noch eine andere Wendung geben, wenn 
man die Begriffe der Eindeutigkeit und der Mehrdeutigkeit einer 
Function zweier Variabeln berücksichtigt. Bestimmt man die Werthe einer 
Function f(x, y) dadurch, dass man aus dem Werthe f(x,, Yo) für einen 
bestimmten Punkt x,, y, durch eine eindeutige Operation den für einen 
benachbarten Punkt x,,y, berechnet, aus diesem ebenso den für einen 
benachbarten z,, y,, u. s. w., und gelangt man beim Fortschreiten nach 
Zo; Yo zurück, so kann der erhaltene Werth dem ursprünglichen gleich 
oder von ihm verschieden sein. Ist das Erste der Fall, wie man auch 
die Zwischenwerthe innerhalb des Gebietes wählt, dann heisst die 
Function für dieses Gebiet eindeutig. Erhält man dagegen auf irgend 
einem Wege statt des ursprünglichen Werthes einen davon verschiede- 
nen, dann heisst die Function in dem Gebiete mehrdeutig. 
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Daraus, dass in unserem Falle das über eine geschlossene Be- 
grenzung genommene Integral [4 gleich Null ist, geht hervor, dass 
die durch die Integration sich ergebende Function Fin dem Ausgangs- 
punkte und in dem Endpunkte denselben Werth hat. Und da derselbe 
Umstand bei jeder geschlossenen Integration innerhalb des Gebietes 
gewahrt bleibt, so folgt, dass F in diesem Gebiete eindeutig ist. Unser 
Theorem kann demnach auch so ausgesprochen werden: „Wenn von 
„einer Function F(x, y) vorausgesetzt wird, dass ihre ersten und zweiten 
„Ableitungen in einem von einer geschlossenen Curve umgrenzten Ge- 
„biete durchweg endlich und eindeutig sind, so ist die Function F(z, y) 
„selbst in dem bezeichneten Gebiete eindeutig.“ 

Der Satz ist in dieser Form so einfach und durchsichtig, dass man 
glauben sollte, er müsste sich auch ohne jede Integralbetracehtung be- 
weisen lassen; doch ist ein solcher Beweis bisher noch nicht geliefert. 
Es würde ausreichen, seine Gültigkeit bei der Theilung des Gebietes 
in lauter kleine Quadrate für ein solches darzuthun; aber gerade hierin 
liegen bisher noch nicht gehobene Schwierigkeiten. 

Beschränkt man freilich den Kreis der Functionen auf solche, bei 
denen Unstetigkeiten nur in discreten Punkten vorkommen, so ist der 
Beweis leicht zu führen. 

Gesetzt, p(x, y) habe sich bei der Umkreisung einer bestimmten 
Curve als mehrdeutig erwiesen, und das eingeschlossene Gebiet sei so 
klein, dass höchstens ein einziger Unstetigkeitspunkt in ihm liegt, 
dann kann man zeigen, dass wirklich ein solcher im Innern vorkommen 
muss. Wir theilen das Gebiet in eine Anzahl kleiner Quadrate und 
durchlaufen die Umgrenzung eines jeden einzelnen. Dann ist es un- 
möglich, dass man bei jedem dieser Einzelumläufe zu demselben Werthe 
zurückgelangt, von dem man ausging. Denn wäre dies der Fall, so 
müsste man auch beim Umlauf um die ganze Begrenzungscurve zum 
Ausgangswerthe zurückgelangen, da dieser sich aus jenen zusammen- 
setzen lässt. Es muss also der Umlauf mindestens um ein Quadrat eine 
endliche Differenz zwischen Anfangs- und Endwerth liefern. Da wir 
die Quadrate so klein machen können als wir irgend wollen, so heisst 
das: in dem betreffenden Quadrate liegt ein Punkt, in dem p(x, y) eine 
Unstetigkeit besitzt. 

Es kann aber auch vorkommen, dass die Function in dem ganzen 
Gebiete stetig ist, und dass sich an einer Stelle eine unendlich grosse 
Anzahl von Punkten findet, bei deren Einzelumlauf man unendlich 
kleine Werthdifferenzen, bei deren Gesammtumlauf man aber eine end- 
liche Werthdifferenz zwischen Anfangs- und Endwerth erhält. Gerade 
dabei würde es sich dann fragen, wie der Satz zu fassen ist. 
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88. 

Das behandelte Theorem lässt sich auch auf die Fälle ausdehnen, 
in denen die ersten und die zweiten Ableitungen der Funetion nur mit 
Ausschluss gewisser im Innern des Gebietes liegender Theilgebiete 
endlich bleiben. In solchen Fällen erlangt man ein Gebiet, in wel- 
chem die aufgestellten Voraussetzungen gelten, wenn man die Be- 
grenzungen der Ausnahmegebiete durch ein- 


fache Linien in geeigneter Weise mit der BIT. 
à € N N 
äusseren Umgrenzung verbindet und darauf Dr F 


die Integration nach der in § 4 gegebenen 
Art ausführt. Die Integrationen über die 
Hülfslinien zerstören sich dabei, weil über 
jede Verbindungslinie hin und zurück inte- 
grirt wird. Es ist demnach die Summe der 
Integrale über das äussere und über die 
inneren Contouren gleich Null. Die letzten 
sind aber in entgegengesetztem Sinne durchlaufen wie das erste. „Wenn 
„man eimmal über die äussere und dann über alle inneren Begrenzungen 
„so integrirt, dass jedesmal die umschlossene Fläche zur Linken der 
„Portschrittstichtung bleibt, dann ist das erste Integral gleich der 
„Summe der übrigen.“ 

Wenn sich nicht ganze Gebiete, sondern nur einzelne Punkte im 
Innern des Integrationsbereiches befinden, an denen die für unseren 
Satz nothwendigen Voraussetzungen nicht erfüllt sind, so verfahren wir 
ähnlich, indem wir derartige Punkte durch beliebig kleine Kreise um- 
schliessen und dieselben im Sinne der obigen Auseinandersetzungen zu 
den Grenzen des Bereiches hinzunehmen. 

Solche, durch die Beschaffenheit der Differentialquotienten der 
Function gegebene Begrenzungen nennen wir insgesammt die natür- 
liche Begrenzung im Gegensatz zu der willkürlich angenommenen 
äusseren Begrenzung. Wir können übrigens die Function F(x, y) so 
umgestalten, dass auch die äussere Begrenzung zu einer natürlichen 
wird. Ist nämlich F(z, y) längs der Curve h(x, y) = O zu integriren, 
wobei innerhalb des Gebietes h(x,y) <O und ausserhalb desselben 
h(z,y)>0 ist, dann können wir eine Function H(z, y) hergestellt 
denken, so dass 


H(z, y) = F(z, y) A(s, y) <0) 
wird; und im Allgemeinen sind dann die Ableitungen von ZH längs 


h(z,y) = 0 unendlich gross. Nun stimmen die Integrale f dF und 
Kronecker, Integrale, 4 
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J ‘AH mit einander überein , und das Integrationsgebiet des zweiten wird 
durch seine natürliche Begrenzung bestimmt. Praktisch wird freilich 
durch unsere Festsetzungen nur insofern ein Vortheil erlangt, als diese 
Einführung, wie sich gleich zeigen wird, eine kürzere Ausdrucksweise 
erlaubt. 


sen 
Wir betrachten jetzt eine Function f(z) von z, in der wir für die 
Veränderliche z den complexen Werth x -+ iy setzen. Dann können 


wir f(z) in einen reellen und einen imaginären Theil zerlegen 


F) = f(x + iy) = p(x, y) + ivla, y), 


und es ist 
v df(æ + iy) _ dfc + iy) 1 df(æ + iy) 
fe) = dlw + iy) TE Fe 
Ji ) PEE G, DE) 
2 va 1 p(x Ya, 4 
l RR i. - er 1; t nw) 
oder 


era) ôte y) _ Spa, A 09a, Y), 
0x 6x ey ôy 


Durch Trennung des reellen vom imaginären Theile ergiebt sich 


op, y) _ ĉl, y), ĉpl, y) Hle, y) 
ĉa EAO ey 0x 


oder in unserer früheren, kürzeren Bezeichnungsweise 

(3) en en © 

Die weitere Differentiation der letzten beiden Gleichungen liefert noch, 
in derselben Bezeichnungsart geschrieben, 


(4) Er F pz =, Pu tr tat; 


(5) ir + = (pı + Pa) + ipa F p) = 0. 


Betrachten wir nun die beiden Ausdrücke 

g=ap + by, 

h =bg — ay, 
in denen a und b willkürliche reelle Constanten sind, dann wird 

2 = ap, + bh = bp, — am = in 

d. h. es ist der Ausdruck 
(6) gdx + hdy = (ap + by)dx + (bp — ay)dy 
ein vollständiges Differential. Wir können daher auf (6) die Integration 
anwenden, wie wir sie in den früheren Paragraphen an dF' ausübten: 
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erstreckt man sie nach den Festsetzungen des vorigen Paragraphen 
über die natürliche Begrenzung der Function, so erkennt man, dass 
das Integral 


* 


6) J (0p + Bu)da + (bp — ap)dy) 
den Werth Null hat. In dem besonderen Falle 
al, b=i 


liefert (7) die Gleichung 
9 JOEN + ive, de + idi) = [ra + iMac + iv) = 0. 


„Es ist das Integral jeder Function f(x + iy) einer complexen Ver- 
„änderlichen, erstreckt über seine natürliche Begrenzung, gleich Null.“ 
Zu erwähnen ist, dass der Bezirk der natürlichen. Begrenzung erst fest- 
gestellt werden kann, wenn man den Bereich des Complexen verlässt 
und in den der zwei Veränderlichen æ, y hineingeht; die Umgrenzung 
ist eine Function der getrennten Variabeln x und y, nicht von g -+ iy. 

In der Form (8) ist der Satz unmittelbar ersichtlich, sobald wir 


Jia — 2%) 


einführen; denn dadurch wird der Integrand von (8) gleich d.F(x + iy). 

Es handelt sich noch darum, festzustellen, wie die Bedingungen 
für die natürliche Begrenzung hier zu fassen sind. Im Falle zweier 
reeller Variablen mussten die ersten und die zweiten Ableitungen von F 
eindeutig und endlich sein. Hier ist nun 


er Da 


6% g(x, y) + iv(z, )=p+tiv, 
pF s, ; 
Mek ) fie 5 ; 2 F 
ga = Pa Hit gaty ™ Patih =— h Hip, g = h tip. 


Um die Endlichkeit und Eindeutigkeit der ersten Ableitungen von F 
zu haben, müssen wir dieselben Eigenschaften hinsichtlich der Function 
A 1 à 
f(e + iy) = p + iy =- (— Y + ip) 
voraussetzen; weiter fordern die Voraussetzungen über die zweiten Ab- 
leitungen von F', dass die erste Ableitung 


f @ +i) = tm = h H ip) = (I h tip) 


endlich und eindeutig sei. Also sieht man: 
iad 
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„Die natürliche Begrenzung für 


Ira + wiet iv) 


„wird von denjenigen Punkten und Linien gebildet, in welchen f(x -+ iy) 
„oder f (x + iy) aufhört, endlich und eindeutig zu sein.“ 


$ 10. 

In der Form (8) wird unser Satz am meisten benutzt; so wurde 
er 1814 zuerst von Cauchy veröffentlicht; diesem also gebührt das 
Verdienst, ihn in die Analysis eingeführt zu haben. Er war freilich 
schon vorher Gauss bekannt, der ihn in seinem Briefwechsel mit 
Bessel (18. Dec. 1811) ausdrücklich erwähnt; aber es ist doch ein 
grosser Unterschied, ob Jemand eine mathematische Wahrheit mit 
vollem Beweise und der Darlegung ihrer ganzen Tragweite veröffentlicht, 
oder ob ein Anderer sie nur so nebenher einem Freunde unter Discretion 
mittheilt. Deshalb können wir den Satz mit Recht als das Cauchy’sche 
Theorem bezeichnen. — Riemann hat den Satz zuerst auf die schwie- 
rigeren Theile der Analysis angewendet und die ersten wichtigen Re- 
sultate gewonnen. 

Am Schlusse des vorigen Paragraphen haben wir gezeigt, dass 
der Satz in der Cauchy’schen Form nichts ist als ein formales Co- 
rollar des früher von uns abgeleiteten; wir wollen deshalb auch jenen, 
auf zwei Veränderliche bezüglichen, als Cauchy’schen Satz bezeichnen. 

Die neueren Fortschritte der Analysis beruhen wesentlich auf dem 
Cauchy’schen Satze. Diese sind aber nicht, wie man es gewöhnlich 
ausdrückt, auf die Benutzung von complexen Variabeln zurückzuführen, 
sondern einzig und allein auf den Fortschritt von Funetionen einer 
Variabeln zu solehen mit zwei Variabeln. Nicht einer mystischen Ver- 
wendung von Y— 1 hat die Analysis ihre wirklich bedeutenden Er- 
folge des letzten Jahrhunderts zu verdanken, sondern dem ganz natür- 
lichen Umstande, dass man unendlich viel freier in der mathematischen 
Bewegung ist, wenn man die Grössen in einer Ebene statt nur in 
einer Linie variiren lässt. Die Functionen einer Veränderlichen treten 
als Grenzfall derer mit zwei Veränderlichen auf; und gerade an diesen 
Grenzen, diesen Ufern finden sich die Klippen, von denen das hohe 
Meer frei-ist. Gauss hat den Sachverhalt in dem erwähnten Brief- 
wechsel vollkommen klar dargelegt. 

Solche Ueberlegungen sind auch für uns die Veranlassung geworden, 
in unseren Vorlesungen gleich anfangs den Uebergang zum zweifachen 
Integrale zu vollziehen und uns nicht unnütz mit der Beschränkung 
auf Functionen einer Variabeln abzumühen. 


Ve 5 ee 
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§ 11. 


Wir geben schliesslich noch ein Paar Beispiele für die Gültigkeit 
bezw. Nicht-Gültigkeit des Cauchy’schen Satzes. 
I. Erstreckt man das Integral 


(9) nfi + iy}! - (dæ + idy) (n>2) 


über einen Kreis um den Coordinaten-Anfangspunkt als Mittelpunkt 
mit dem Radius r, so dass mau 


æ =r cosv, y =rsinv 


setzen kann, dann erhält man 


272 2n 


a . 
n frre. reidv = nri f erido 
0 0 


= te = r — r = D. 


Hier gilt also der Cauchy’sche Satz für jedes r, wie es sein muss, da 
die natürliche Begrenzung von r = œ geliefert wird. 

H. Aus der directen Berechnung des Integrals (9) erkennt man, dass 
der Cauchy’sche Satz auch für wesentlich positive » gilt, die kleiner als 
2 sind, obwohl dabei der Nullpunkt zur natürlichen Begrenzung gerechnet 
werden muss. Diese ist hier aber nur eine unwesentliche, wie wir 
sie nennen wollen, da die Integration über einen unendlich kleinen 
den Anfangspunkt umgebenden Kreis den Werth Null ergiebt. Als 

7 wesentliche natürliche Begrenzung wollen wir nur solche betrachten, 
über welche die Integration wirklich erstreckt werden muss, weil sie 
einen von Null verschiedenen Werth liefert. 

HI. Wir integriren jetzt 


"de + idy 
æ+ iy 


längs eines Kreises um den Nullpunkt mit dem Radius r. 
Die schon oben benutzten Polarcoordinaten liefern 


ar 
i fto = 2zi. 
0 


Hier gilt der Satz nicht; der Nullpunkt bildet die wesentliche natür- 
liche Begrenzung für das Integral. Es ist also der Logarithmus einer 
complexen Veränderlichen mehrdeutig; er ändert sich um 23 bei ein- 
maliger Umkreisung des Nullpunktes, falls dieser zur Linken bleibt. 
Dieser Ausspruch muss aber präcisirt werden. log(= + iy) ist in 
Wahrheit nur ein zusammenfassendes Zeichen für die Summe zweier 
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reellen Theile, von denen der eine mit Y— 1 multiplieirt ist. Man 
hat nämlich 

je JENEM L plog (a? +y) + iaro tang 2 ; 
bei dieser Zerlegung ist zu erkennen, dass die Mehrdeutigkeit des ganzen 
Ausdruckes nur vom imaginären Theile desselben herrührt. Denn 
S d4log(x? +- y°) über eine beliebige geschlossene, den Nullpunkt um- 
gebende Curve erstreckt, liefert 0. Dies erkennt man, wenn man 
x = O(v).cosv, y = O(v)-sinv setzt, wobei @(v) eine eindeutige 
von der Curve abhängige Function von v ist, so dass der Radıus-Vector 
nach einem Punkte der Er diese nur einmal trifft. Dann folgt 


Jinge +) - fargo) = log = 0. 


Der Factor von ¿ wird dagegen bei dieser Substitution 


"i ziyy erg u [ir Ho) [9 (v) eos v (®’(v) sinv + ©(v) cosv) 
— O(v) sinv(O'(v) cosv — O(v) sinv)] 


2 
= |w = 2m. 


Bei diesem letzten Integral wird der Integrand in x = 0, y = 0 mehr- 
š 


deutig. Zu beachten ist, dass E = are tang & durchaus nicht in 


1 Fa 
unserem gewöhnlichen Sinne E A ist. Die Function durchläuft, 


wenn & von O bis oo geht, die Werthe O bis Fi nimmt man die Grenzen 


— œ und + œ, so geht die Function von — 7 bis + a Erst der 
Uebergang zum Complexen, d. h. eigentlich zu zwei Variabeln, ruft 
Mehrdeutigkeit hervor. 


Vierte Vorlesung. 


Der erste Mittelwerthsatz. — Der zweite Mittelwerthsatz. — Beweis durch partielle 

Integration. — Abel'scher Hülfssatz. — Beispiel. — Zweiter Beweis des zweiten 

Mittelwerthsatzes, — Erweiterung. — Beispiel für die Nothwendigkeit der auf- 
gestellten Bedingungen. 


SiE 
Bevor wir den Cauchy’schen Satz auf die Berechnung von Inte- 
gralen anwenden können, müssen wir Methoden angeben, durch die 
man Integrale ihrem Grössenwerthe nach abschätzen kann, wenn unter 
dem Integralzeichen das Product zweier Functionen steht. Die hierauf 
bezüglichen Sätze heissen Mittelwerthsätze; sie beschäftigen sich 
unserer Erklärung nach mit Grenzen für den Werth eines Integrals 


(1) Jo -y (£)da . 


Dabei sollen, damit die betrachteten Integrale überhaupt einen Sinn 
haben, ein- für allemal die Functionen p(x) und y(x) als im Bereiche 
(£... 2”) eindeutig vorausgesetzt werden. 

Wir wollen zunächst annehmen, dass für jedes æ zwischen x, und 
x stets y(x) positiv oder gleich Null sei, und dass der Werth von 
p(x) stets zwischen einer unteren Grenze M, und einer oberen M liege. 
M,, M brauchen dabei nicht mit dem Minimum und Maximum von 
g(x) innerhalb (z,...x’) zusammenzufallen. Es besteht dann die Un- 
gleichung 


MD -2.-: T 2) )< Dart) P(T2x—1) Y (827—1) 


SMD (aN 


in der wir unter &,, £i, Zz; - - - 22u—ı, Zen = x’ Theilpunkte des Inter- 
valles (x)... £) verstehen, wie wir sie bei den Integral-Definitionen 
der ersten Vorlesung verwendet haben. Wenn man diese Annahme 
bei stets wachsendem » beibehält, dann ergiebt sich 
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2) M, f v@)ar < f p@va)dz <M|va)ar 
oder auch s - i 


I POOL. f Y(@)dc+8(M— M,) f Poi 
To Zo % (0<9< 1) 


= m far + Mo | ya)aa, 
l i Ta In 


8) Spov@az = (0,07 + 5m) [ via)ar 


(O<, <1; d +e [= 1). 


Falls man annimmt, dass M,, M mit dem Minimum und Maximum 
von p(x) in dem Intervalle (x,...x’) zusammenfallen, und dass g(x) 
das Intervall (M, ... M) stetig durchläuft, muss auch ô, M, #89 M 
unter den Functionswerthen vorkommen, d. h. es muss ein & geben, 
für welches die Gleichung gilt: 


o froi sofa LEa). 


Nothwendig ist hierfür, dass p(x) im Intervalle stetig ist, und dass 
y(x) sein Zeichen nicht ändert. 

Man nennt den hierin ausgesprochenen Satz nach P. du Bois- 
Reymond den ersten Mittelwerthsatz. Der Sache nach ist dieser 
Satz schon seit langer Zeit bekannt; Cauchy und Dirichlet benutzen 
ihn häufig. Am geringsten sind seine Voraussetzungen, wenn wir ihm 
eine der Formen (2) oder (3) geben. 


82. 

Hieran schliesst sich der auf ein Integral derselben Form (1) be- 
zügliche zweite Mittelwerthsatz. Sehen wir davon ab, die Voraus- 
setzungen so allgemein zu fassen, wie es möglich ist, dann können 
wir den Satz als Corollar zu (4) auffassen. Dabei wird aber, wie 
gesagt, wohl die Form, nicht aber der wesentliche Inhalt des Theorems 
gegeben. 

Wir nehmen zu den Voraussetzungen von $ 1 noch die hinzu, 
dass g(x), y(x) differentiirbar seien und bezeichnen 
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Jrods = %(r). 


Dann wird [Vorlesung 1; $ 10; VD, (18)] 


Joro- ewro- roio, 


(5) fi (x) y(z)de = (p (£) J T -— T KE f p(z) dz) dz. 
Setzt man in (4) l l i 


für p(x) und y(x) inf vods und (x), 
so geht (4) ın 


ie afwo) dz = (frou) (Jr (a)dz) 


= ee) ya soi 


über, und wenn man dies in (5) einträgt, erhält man 


Jorise fon — (g(x) — pa fwo. 


So gugon wir zu der um des zweiten an 


(6) J P)Yl)dr = pa) j pade + 9) j pade (LEST). 


§ 8. 


Man kann aber von den, bei dieser Herleitung des höchst wich- 
tigen Satzes gemachten Voraussetzungen absehen, wenn man ihn auf 
eine andere Weise ermittelt, die von einer ganz principiellen Anwend- 
barkeit ist. Sie stützt sich auf eine von Abel in der Abhandlung über 
die binomische Reihe I, Théorème IH gegebene Formel (vgl. S. 21). 

Sind a, @i;--- @n—i; @n positive, nicht zunehmende Grössen, 
4,1 2 4, 20, und liegen alle Grössen b,, bj, . ..d»—ı, On zwischen 
den Grenzen M, und M, so dass M, <b < M ist, dann folgt, wenn 
wir in die Identität 
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a,b, +2 a, (b, uw I) => (a,—ı Ty a,)b, + nbn 
l 1 


rechts für alle b, einmal ihren kleinsten Werth M, und einmal ihren 
grössten Werth M eintragen, die für uns wichtige Formel 


(7) Ua S ad + D@-1(, — b,_1)< Ma,. 
1 


Bevor wir mit ihrer Hülfe den zweiten Mittelwerthsatz ableiten, 
wollen wir sie auf ein. Beispiel anwenden. 
Wir setzen, indem wir unter v eine beliebig hohe Zahl verstehen, 


Qo = Ent, A = Cnt, -o o A Cm+n-+1)5 


dabei sollen die e eine Reihe abnehmender, positiver Grössen bilden, 
für die wir überdies 
lim Cm+n er 0 


n= 0 
voraussetzen wollen. Ferner setzen wir 
sin(2m + 1)v sin (2m + 3)v sin(2m + 2n + 1)v 

= — a, bh =, ..b= . n2 

Q sin ® sin v sin v , 
wobei wir sin v von Null verschieden und etwa positiv annehmen. Es 
wird dann 

b, — b,_ı = 2c0s2(m-+ x)v; 
für M,, M können wir die Werthe 
1 1 
"  smv? T siny- 


wählen. Dadurch geht (7) über in 


sin (2 
Caga Cnp1 In (2m +1) 


sin v sin v 


£ Cm 
+ > 2 mtr cos 2(m + x)v < + 2 


sin v ? 
x=l 


2C,, < 2ean 
— -ak = È Ponta cos2 (m + xw < ti . 
Diese letzte Ungleichung zeigt, dass die Reihen 
6, + 2c, cos 2v + 2c cos 4v + 2e, cos6v +... 


unter den Bedingungen, dass die c positive, abnehmende, nach der 
Null hin convergirende Grössen sind, und dass O < v < x ist, convergent 
werden. Das gilt also z. B. von 


w 
2 cos 2xv 


PX) 


x=l 


für jeden positiven Werth von ô. 
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Genau in derselben Art und unter den gleichen Bedingungen er- 
giebt sich die Convergenz der Reihen von der Form 


c sin 2v + c sin 4v + c sin 6v +- 


§ 4. 


Wir können jetzt (T) zu unserem Zwecke für den Beweis des 
zweiten Mittelwerthsatzes benutzen. Ueber g (x) setzen wir voraus, dass 
es eine zwischen x, und x’ beständig abnehmende, positiv bleibende 
Function sei; dann dürfen wir 


Qmm P(T2n+1) 
einführen; über y(x) nehmen wir an, dass 


f uian 


endlich sei; dann dürfen wir 
ko 
b, = (22—20) b (21) + (a) Has) H + er —Zon—)Y (£211); 
by — ba—1 = (23. — Lax—2) Y (Toz—1) 

einführen; M, und M seien, wie oben, dadurch bestimmt, dass man 


M<b,<M 
hat. Dadurch wird (7) in 


M,g(#,) < I pl. )Ulm.-ı) (ax — 19,—) < My(x,) 


umgeformt. Lässt man bei festem Werthe von £z, = x die Zahl » 
wachsen während die Intervalle kleiner werden, dann kann man auch x, 
mit x, zusammenfallen lassen und erhält so 


(8) Mo) </p@v@)de < Mola): 


Durch die Substitution p(x) — p(x’) statt p(x) werden die Voraus- 
setzungen nicht verletzt; die Formel lautet dann 


Mipe)—p0 +e) f vedes | paved 
(9) Zo Zo 5 
<Mlp@) — pN + pe) f va)dz. 


60 Vierte Vorlesung. 


Aus der ersten, bequemeren Form geht die Gleichung 


(10) J oO e)ds = (8M, + My) 
OSA Ll a H=) 


hervor, welche sich besonders einfach gestaltet, wenn das Integral 


J y(x)dæ eine stetige Function seiner oberen Grenze bleibt. Nimmt 


man für M,, M das Minimum und Maximum der Integralwerthe inner- 
halb der Strecke (x)... x’), so erkennt man die Existenz eines Werthes 
£, für welchen 


g” E 
a) foowod= pe) frode sise) 


ist. Macht man dieselbe Operation mit (9), so folgt 


a2 [pov@a—pa) fedet oe) fydr ste) 


Das & in (12) braucht natürlich nicht denselben Werth, wie das in 
(11) auftretende £ zu haben. 

In dieser endgültigen Form (12) ist der Satz als der zweite Mittel- 
werthsatz von P; du Bois-Reymond bezeichnet und im LXIX. Bande 
des Journals f. d. reine und angewandte Mathematik vom Jahre 1868 
veröffentlicht worden. Der Kern des dort gegebenen, etwas mühsamen 
aber lehrreichen Beweises stimmt mit dem unsrigen überein. O. Bonnet 
hat einen andern geliefert, welcher die partielle Integration zu Hülfe 
nimmt. 


$5 

Aus (11) lässt sich unter Erweiterung der Voraussetzungen über 
g(x) sofort (12) ableiten. Es sei @(x) eine stets abnehmende Function, 
die aber dabei auch das Zeichen wechseln kann; dann unterliegt g(x) 
— p(x') den obigen engeren Voraussetzungen; führt man diese Diffe- 
renz statt @(x) im (11) ein, so entsteht (12). Dasselbe gilt von (9). 

Es sei ferner p(x) eine in unserem Intervalle (z,...x’) stets zu- 
nehmende Function; dann ist (x) — g(x) eine von x, bis x” stets 
abnehmende, positiv bleibende Function. Setzt man sie statt @(x) in 
(11) ein, so entsteht wiederum die Form (12). 
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Es gilt daher (12), sobald @(x) zwischen den Grenzen x, und x’ 
entweder nicht zu- oder nicht abnimmt, und wenn das Integral 


ve dx 


für jeden Werth x des Intervalles (z,...x’) endlich und stetig bleibt. 

Endlich lässt sich unserem Satze eine noch grössere Verallgemeine- 
rung auf folgende Art verleihen: Man kann zulassen, dass die Function 
p(x) abwechselnd steigt und fällt, wenn nur endliche Intervalle zwischen 
jedem Maximum und Minimum liegen. Man muss also angeben können, 
ob bei einem beliebigen Werthe x die Function (x) steigt oder fällt; 


: : . ee o R S o se 
das ist nicht immer möglich, wie z. B. bei z sich für «= 0 weder 


sagen lässt, dass es steigt, noch dass es fällt. Diese Begriffe verlieren 
hier den Sinn. An Stelle unserer Bedingung pflegt man häufig zu 
sagen: „g(x) hat an keiner Stelle unendlich viele Maxima und Minima“; 
allein dabei kann man sich nichts vorstellen. Unter der gemachten 
Voraussetzung lässt sich (z,...x’) in eine endliche Zahl von Inter- 
vallen (= a E E e Er ar = €’) zerlegen, so 
dass in jedem einzelnen Intervalle die Function p(x) durchweg steigt 
oder durchweg fällt. Dann können wir für ein jedes Intervall der 
Formel (12) entsprechend einen Mittelwerth bestimmen, der Art, dass 
für x = 0, 1, ...r — 1 jedesmal 
3 


22+2 "rap "rt 
f Pa) y(a)de = plén) f vede + Par) | vads 
9% Sr +1 


wird. Bezeichnen wir durch W(x) die Integralfunetion von y(x), dann 
geht die letzte Gleichung in 


5 
2+2 


JPOP Oie = HE) Fler) — PE) 
i + plor) (Peer) — P(Éart1)) 


über. Summirt man von x = 0 bis x = r — 1, so kommt heraus: 


a) So Pede =X Er) Pn) 
p Œ=, min), 


oder in Integralform geschrieben: 
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Sri 


(14) f: pla)y(a)dz = X p(&.) J TOL 


G-1=%, erpi = r’). 


Natürlich kann man auf der rechten Seite von (14) das constante œ (£7) 
unter das Integral ziehen. 

Definirt man eine Function ®(z), welche für &,_-ı <x < &er+ı 
den constanten Werth @(&:,) hat und also geometrisch eine Reihe von 
Strecken darstellt, deren jede der Abseissen-Axe parallel läuft und die 
Curve y = (x) in dem Punkte x = >, berührt, der einem Maximum 
oder einem Minimum angehört, so kann man auch schreiben: 


J Dodo = J en 


Es lassen sich danach Punkte &,, &,, ..., je einer zwischen einem 
Maximum und einem benachbarten Minimum finden, der Art, dass das 
Integral über ø(x)y(x) nicht geändert wird, wenn man die Curve 
y = p(x) durch eine gebrochene Linie ersetzt, deren Theile abwechselnd 
der X- und der Y-Axe parallel laufen. Die ersteren Stücke y = P(x) 
berühren die Curve abwechselnd in den Punkten ihrer Maxima und 
Minima und sind daher durch p(x) allein bestimmt. Von den Seiten, 
welche der Y-Axe parallel sind, weiss man lediglich, dass sie in den 
Punkten, die zu &,, č, ... gehören, die Curve durchschneiden. Man 
kann also von dem gefundenen Resultate nur da Nutzen ziehen, wo 
die Thatsache der Existenz solcher Zwischenwerthe selbst bereits weitere 
Schlüsse zulässt. 


$ 6. 

Zum Schlusse dieser Vorlesung wollen wir zeigen, dass die über 
g(x) bei der Formel (11) gemachte Voraussetzung sich nicht beseitigen 
lässt. Wir werden ein Beispiel geben, für welches der zweite Mittel- 
werthsatz nicht mehr gilt, weil die Function @(x) nicht im ganzen 
Integrationsbereiche entweder niemals steigt oder niemals fällt. 

Für y(x) setzen wir Folgendes fest: Es sei 


Ya)=ı+r1l —I<e<—hH), 
ve) x —4<2z<+tH, 
pa =r l (+3<e<H4), 
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dann wird, wie ja auch geometrisch ersichtlich ist, 


& 
o< Su@aa<} 6>—D). 


ai, 


Ferner nehmen wir für den Verlauf von p(x) bei wachsendem v an, 
dass es für die Werthe des Argumentes zwischen — 1 und — 4 nahezu 


1 sei; dass es sofort hinter x = — 4 rapid falle und nahezu O bleibe 
bis zu x == 0; dass es sofort hinter x = O rapid steige und nahezu 1 
bleibe bis = + 4; u. s. f. Dann sieht man: 


y. g(s)y(x)dæ ist wenig von 4 verschieden, 


0 
i yla)y(x)dz ist wenig von O verschieden, 
1 


1 

2 Pi 

d 4 

yla)y(a)de ist wenig von ! verschieden, 
“ 

1 ` 

g(x)y(s)dæ ist wenig von O verschieden. 
1 
23) 


Hieraus ergiebt sich, dass 
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1 
f g(x)y(s)dæ wenig von 4 verschieden 
—ı 


ist, während 


> 
ge 1) RTOLZ kleiner als 4 
= 


sein wird. Der zweite Mittelwerthsatz versagt also hier, weil die Vor- 
aussetzungen über p(x), die für (11) gemacht wurden, nicht mehr zu- 
treffen. 
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Vertauschbarkeit zweier Grenzübergänge. 


SDE 
In dem Integrale 


(1) S dx (<a<b) 


können wir, um den zweiten Mittelwerthsatz anzuwenden, die zwischen 
0 ] ; 
a und b stets abnehmende Function = gleich p(x) setzen und sin & 


gleich y(x) aunehmen. Denn das von a bis b über y(x) erstreckte 
Integral liegt zwischen M, = — 2 und M = + 2. Es ist also 

è 

sin æ 1 } : 

J E ts $ (— 20, +28) 

b 
(2) lim | =£ dz =0 0<a<b). 
Daraus folgt, dass (1) für ein constantes æ und wachsende b ein con- 
vergentes Integral ist, indem ja ein weit entfernter, über eine noch 
so grosse Strecke genommener Theil desselben beliebig klein wird. 

Wir betrachten jetzt 


E 


W c c 


0 =f an lim | do | "G de + lim f de. 
0 6 =» 


=» 


Sw 


2 
Der‘ erste Theil des letzten Ausdrucks ist, da der Integrand endlich 
bleibt, selbst endlich, und die Existenz des zweiten Theils haben wir 
soeben gezeigt; folglich ist auch J ein convergentes Integral. 


Kronecker, Integrale. 5 
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Wir wollen den Werth dieses Integrals zu berechnen versuchen. 

Dabei sei bemerkt, dass die bis ins Unendliche erstreckte Inte- 
gration nichts anderes bedeutet, als das, was der zweite Grenzausdruck 
aussagt. — Aus dem Resultate (2) geht hervor, dass wir statt des 
stetig wachsenden c eine Reihe von steigenden, ganzen, positiven Zahlen 
substituiren können, ohne den Werth zu ändern, da das Integral zwischen 
c und der nächst tieferen ganzen Zahl nach (2) bei wachsendem c die 
Grenze Null hat. Wir gestalten J zunächst um, indem wir für æ ein- 
tragen xg: auch die dann entstehende obere Grenze wollen. wir durch 
c bezeichnen und können uns auch dafür wiederum ganze Zahlen ein- 
gesetzt denken: 


c 


: "sin om j . 
J = lim J = - dæ (e wächst ganzzahlig). 
0 
Weiter setzen wir — z statt æ ein; das giebt [vgl. Vorlesung 1, § 10; V)] 
t > 
J=— lim | "de = lim J BEU in 
ca» o C= 


W 
-e D 
Sın er . Sın er 
2I7-/ ——- dz = lim J —— de. 
æ Ha 
— 0 


m, n=% 
— M 


Die m, n bedeuten hierbei positive, ganze Zahlen. Das letzte Integral 

zerlegen wir in eine Summe von Integralen mit demselben Integranden, 

deren Grenzen von — m ab bis + n in der Differenz -+ 1 fortschreiten: 
n—1 x+1 


2J = lım Den; 


m, n=% L 
, m yz 


und wenn wir für x einsetzen © + x und bedenken, dass 
sin (x + x)x = (— 1)* sin zx 
ist, dann formt sich das Integral in 


1 
en ("singz 7 


m,a—=o m = æ+ x 


x 


um. Hier ist die Vertauschung der beiden Grenzübergänge — Integral 
und unendliche Summe — erlaubt, weil die Summe eine gleichmässig 
convergirende ist (vgl. Harnack: Die Elemente der Differential- und Inte- 
gralrechnung $ 130, S. 239; und das Kriterium für die gleichmässige 
Convergenz einer Reihe mit alternirenden Gliedern, ibid. $ 127, 8. 233): 
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1 —i 


(4) 2J = lim Jsme . daD) N, 


Mmın—ı Eu 


Die ganze Schwierigkeit bei der Berechnung von J liegt also in der 
Auswerthung der letzten Summe. 


82. 


Wir gehen, um diese Schwierigkeit zu überwinden, von der schon 
Euler bekannten Formel 


+o, 
maa a 


aus; der Accent an dem Productzeichen bedeutet, dass der Factor für 


den Werth x = 0 bei der Productbildung ausgeschlossen werden soll. 
Setzt man darin für x ein $ , erhebt die entstehende Formel ins Quadrat 
und dividirt dann durch die ursprüngliche, so folgt 


tang $ = [I (+ :,) 


= t- 3 ee. 
an II +.) 


Differentiirt man dies logarithmisch, dann ergiebt sich 


1 


bd 1 4 z % et 2 Fe | 2 
std VE er EL) æ+)? 


4 


die Summe erstreckt sich über alle positiven und negativen ganzen 
Zahlen, die Null ausgenommen; aber gerade der in der letzten Summen- 
form hierfür fehlende Summand findet sich vor derselben. Man kann 
folglich schreiben 


sin æm — æ+ a 


+» a 
© ee 


Tragen wir dies als Grenzwerth der Summe in (4) ein, so erhalten wir 


on 


(6) J= |= dua=*. 
0 


Im Anschlusse hieran wollen wir noch eine Formel ableiten, deren 


wir bald bedürfen. Differentiirt man die erste Formel dieses Paragraphen 
logarıthmisch, so kommt 
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x cotg sn = > re > A 
8 T Jeter æ - nt — g? 


heraus. Setzt man nun 0 < x < 1 voraus, so ereiebt dies 
nz <tangan, AL COSLA <sinun, 
m COSTTr sin En 
er <0. 
x 
sin en 


Die linke Seite der letzten ee ist die Ableitung von me 


; 
diese Function nimmt also für positive x, die kleiner als 1 sind, mit 
wachsendem Argumente ab. Da für sehr kleine Werthe von x der 
Quotient sich der Grenze x nähert, so folgt 


sin SIn 0% 


<T 


für positive æ, die kleiner sind als 1. Offenbar gilt aber dieselbe Be- 
ziehung auch für grössere x, da ja dann der absolute Werth des Bruches 
die Einheit nicht überschreiten kann. 


$ 3. 


Wir kommen jetzt zu einer Verallgemeinerung des ker betrach- 
teten Integrals, nilh zu 


J (w) -fre Perg o (e 0, w> 0y 


welches wir als ar Diriehlet’sche Integral bezeichnen wollen. 
Wir machen folgende Voraussetzungen: x’ und w seien grösser als 
Null, und f(x) sei eindeutig und nehme im Integrationsintervalle ent- 
weder niemals ab oder niemals zu. Dann können wir den zweiten 
Mittelwerthsatz in seiner Form (12) Vorlesung 4 anwenden, da nach dem 


vorigen Paragraphen das Integral über y(x) = z urr endlich bleibt, 
und erhalten j 


TORO 2°" a0 + 1) ER" au 
0 S 


= f(0) J nende Lifa’) J a 


Gehen wir nun zu w == œœ und machen dabei die Voraussetzung, dass 
g von Null verschieden bleibt, dann ergeben die Resultate von $ 1 und 
§ 2 dieser Vorlesung 


(0<E<a) 
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wa’ 


lim J (w) =J, — i sin or de + f(x’) lim Ced dz 


a 


N 
Ao 


(1) J, = lim PR p) RER Ie = f(0) Ž 

w=% 6 
Es fragt sich aber hierbei noch, ob nicht & = O werden könnte; denn 
bei diesem Werthe würde der vorgenommene Grenzübergang unstatthaft 
sein. Wenn es möglich wäre, dass ë = 0 ist, dann gäbe der obige 


Ausdruck für J, (w) 


J fo) PR? da — fa) A 0. 
0 0 


Wir hatten über f(x) vorausgesetzt, dass es innerhalb der Integrations- 
grenzen entweder niemals ab- oder niemals zunehme. Je nachdem der 
erste oder der zweite Fall eintritt, setzen wir 

fa) — fl) =g9@) bezw. fix) — fa‘) = gl). 
Dann wird g(x) in unserem Intervalle niemals wachsen und es wird 
an seiner oberen Grenze den Werth O besitzen. Die letzte Gleichung 
würde dann aussagen, wenn man beide Integrale vereinigt, 


Joo FE a2=0. 
0 


Wenn nun g(x) im ganzen Intervalle nicht beständig gleich Null ist, 
dann setzen wir wg = y und zerlegen das entstehende Integral in eim- 
zelne Theile mit demselben Integranden, deren Grenzen 0, 1,2,...r, WT 
sind (r <wx’<r+ 1). Endlich ne wir für y in das zweite dieser 
Integrale z + 1, in das dritte z + 2, ... ein und erhalten dadurch 


Jre yen ae fo(2) (*) I dy 
1 


me J) 47 +E =] sin (a 1)z 7, au 
o 0 


Beer 


1 1 
fen ee 
0 0 


In der letzten Form sind alle Integranden Er und für ein und das- 
selbe z ist jeder folgende kleiner als der vorhergehende wegen der über 
die Funetion g gemachten Voraussetzung. Man erhält demnach eine 


Bee Ja 
er a 


70 Fünfte Vorlesung. 


Reihe von abwechselnd positiven und negativen Gliedern abnehmender 
Grösse; ein solches Aggregat ist nothwendiger Weise von Null ver- 
schieden. 

Die Annahme & = 0 kann also nur dadurch verwirklicht werden, 
dass g(x) im Intervalle beständig Null ist; dann wäre f(x) = f(s") 
d. h. constant und auch gleich f(0); das Resultat (7) ergäbe sich dabei 
unmittelbar. 

§ 4. 

Ueber die Function f(x), welche der Gleichung (7) genügt, haben 
wir die Voraussetzungen gemacht, dass sie eindeutig sei und im Inte- 
grationsintervalle entweder niemals ab- oder niemals zunehme. Es 
entsteht nun die Frage, ob man den Umfang dieser Bedingungen nicht 
verringern könne Es lässt sich leicht zeigen, dass die Annahme 
ausreicht: „f(x) besitzt im ganzen Intervalle nur eine endliche Anzahl 
„von Maximis und Minimis“; und dies genügt, um die Anwendbarkeit 
der Formel bei physikalischen Fragen darzuthun. Aber die Frage nach 
den geringsten Voraussetzungen ist gleichwohl theoretisch von hohem 
Interesse. P. du Bois-Reymond, der sich besonders eingehend mit 
ihr beschäftigt hat, verallgemeinerte den Bereich der Gültigkeit von (7) 
immer mehr, fand aber schliesslich doch Functionen, auf die der Satz 
nicht mehr passt. Wir wollen hier nicht bis zur Grenze des Erreich- 
baren vorgehen, sondern vielmehr die Bedeutung gewisser sehr allge- 
meiner, hinreichender Bedingungen ans Licht setzen, dann die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen angeben und diese endlich 
geometrisch deuten. 

Es ergiebt sich sofort aus (7), dass der Werth des Integrals von 
der oberen Grenze x’ unabhängig ist, so dass 


b 
lim > sin werda = 0 ((<a<b) 


w=% 
a 


wird. Hier hat der Nenner x keine Daseinsberechtigung mehr; diese 
bestand nur, so lange die untere Grenze O war. Wir können also 
ohne Weiteres p(x) statt f(x): x einsetzen; dann gilt die Formel 


b 


(8) lim f g(x) sin werd« = 0 

nach den bisherigen Untersuchungen, so lange xp(x) im Bereiche 
(@...b) kein Maximum oder Minimum besitzt. Wir wollen allgemeinere 
Bedingungen für (8) aufzustellen suchen. 
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Zunächst sei nur vorausgesetzt, dass p(x) im Integrationsgebiet 
eindeutig und endlich, und zwar < M bleibt; die Frage nach den 
Maximis oder Minimis berühren wir nicht. Jetzt führen wir zuvörderst 


in das Integral (8) w = I ein 
6 


+ 
. . En 
lim /go(@)sin— de, 
o—=0 
a 
und substituiren = gy, dann geht es in 


b 
o 


r ; 
lim 6 | p(oy) sin yx - dy 
o=0 $- 
o 
über. Setzen wir ferner r, s als die grössten ganzen Zahlen voraus, 


die in $, 2 enthalten sind, und bezeichnen 


“ort, È=s+?  (0Sð, ð <1), 
so bekommen wir 
b 
o—0 è 


lim o f plon) sin yx : dy 


s r4+ð 
= lim a focas) sin yx - dy — lim o f ylos) sin yx - dy 
a=0 o=0 


s+ò' 
+ lim o foler) sin ya dy . 
o=0 
Die Integranden wie die Intervalle der beiden letzten Integrale sind 
endlich, und ihr Werth bleibt unterhalb einer bestimmten Grösse; da zu 
beiden der Factor ø hinzutritt, so nähern sich die beiden letzten Glieder 
der Grenze Null, und für unser Integral bleibt zurück 


lim ø | p(oy) sin yx - dy. 
o=0 


Dies wandeln wir in der schon mehrfach angewendeten Art um: 
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s—1 z+1 s—i 


lim > pumi dy = lim I afi p(oy-+ 6x) sin y x- dy 


s—1 


= lim sin ya» dy- uG 1)"p(oy + 6x) 


. s—1 
BER Ea ST | 
fa yn- dy TEA 1)’p(oy-+ 6x) 


Wir wollen jetzt weiter voraussetzen, dass (x) im Integrations-Inter- 
valle bis auf eine endliche Anzahl v von Stellen gleichmässig stetig 
ist. Dann können wir, wenn t eine gegebene, beliebig kleine Grösse 
bedeutet, eine andere Grösse ø so klein wählen, dass für jedes x mit 
Ausnahme derjenigen, welche auf eine der v Stellen führen, stets 


| olsy + 2x6) — ploy + (2x + 1)0) | <r 


wird. Solcher Summanden hat die Summe unter dem letzten Integral- 
—r b—a 


2 26 
zwischen — und s vernachlässigt. Die v Stellen ferner liefern einen 


: i s s ! 
zeichen höchstens , wenn man den kleinen Unterschied 


Beitrag, der nicht grösser als 2Mv sein kann; somit wird die Summe 
unter dem Integrale 


s—1ı 


DAS l)"p(oy + ox) <or ? ses @ + 2 Mvo 


= 


und daher ergiebt sich 


PER, +1 


li f in ydy = 0. 
lim 2 \ p(oy) sin my dy 


„Es gilt (8), wenn p(x) zwischen a und b endlich bleibt und nur 
„an einer endlichen Anzahl von Stellen aufhört, gleichmässig stetig 
„zu sein.“ 

„Wenn also f(x) im Intervalle (0... x”) dieselben Eigenschaften 
„hat und zudem in der Nähe von O auf beliebig kleiner aber endlicher 
„Strecke entweder nicht ahe oder nicht zunimmt, dann gilt 


(7) J, = lim m a = f0). 5.“ 


um» 


Denn wir können dann ai Intervall in zwei Theile zerlegen, in deren 


Nothwendige Bedingungen. To 


erstem die früheren engeren Bedingungen gelten, während für den 
zweiten Theil des Intervalles die Formel (8) eintritt. 

Genügt g(x) den eben aufgestellten Bedingungen, dann genügt 
ihnen auch die Function 


fE) = I) ia rR 


Führen wir diese in (7) und in (8) ein, dann entsteht die Dirichlet’sche 
Form der Integralsätze 


C”) lim No de =g) (a >0) 
b 
@ im, foao  0<a<n. 
§ 5. 


Wir gehen jetzt auf die Gleichung (7) noch genauer ein. 

f(x) möge eine eindeutige, reelle, integrirbare Function von y be- 
deuten, die ihrem absoluten Werthe nach in dem Intervalle (0... X) 
stets unter einer bestimmten Grösse M bleibt und sich für Werthe 
von x, die bis zur Null abnehmen, einem bestimmten Grenzwerthe f(0) 
nähert. Setzt man nun 

fæ) — FO) = f), 
dann geht wegen 


er 
x "sinwen ; sin yr ud 
lim De dx = ilim F a dy = 5 


w= N w= 
o 


die Formel (7) in 


lim fi h(a) RER do = 0 
über. 


Es handelt sich nun darum, zu bestimmen, wann der Werth der 
linken Seite für alle x’ < X gleich Null wird. Hier setzen wir w = £ 
und tragen cx an Stelle der Integrationsvariablen æ in das Integral 


ein: dadurch erhalten wir für me linke Seite 


(9) lim fren ai ch 
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Da nun auf Grund der Definition von fọ für irgend eine gegebene, be- 
liebig kleine, positive Grösse t und für irgend eine gegebene positive 
Grösse & der Werth x, so klein angenommen werden kann, dass für 
alle Werthe von x, die kleiner als x, sind, 


POS 


wird; und da für alle positiven Werthe von x, wie wir if § 2 gezeigt 
haben, : 
an 


le 


ist, so wird für alle positiven Werthe von x, die kleiner als & sind, 


und für alle positiven Werthe von o, die kleiner als # sind, 


É 
nee ]|<*, 


und also der absolute Werth des Integrals 


(10) Jion” is 


kleiner als t. Der Grenzwerth dieses Integrals für abnehmende Werthe 
von 6 ist daher Null. Wir suchten nun die Bedingungen dafür, dass 
(9) den Werth O habe; die Frage verwandelt sich durch unser jetziges 
Resultat, wenn wir von (9) den Werth (10) abziehen, in die, wann 


® 4 T , 3 KE 
(11) a Jroa == dæ = im foe) an = 0 
So 


erfüllt ist. 

Mittels des Integrals (10) haben wir die untere Grenze von (9) 
durch einen beliebigen positiven Werth & ersetzt; ebenso kann man 
auch die obere Grenze von (9) ändern. 

Denn für irgend welche positiven Werthe von x’ und 8’ nähert sich 
das Integral 


Zye 
$ sin æm 
(12) Jien ZE a 
mit abnehmendem o dem Werthe Null. Es verwandelt sich dies nämlich, 


x. . 
wenn man 2— + z setzt, ın 
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dz 


a ; 
ofh + x’) sin (z + “m EHE 


Das mit ø multiplieirte Integral ist seinem absoluten Werthe nach kleiner 
als = , sobald o so gewählt wird, dass o2 + x’ < X bleibt, und 


man unter M, den Werth M + f(O) versteht; das Product wird 
demnach mit dem Factor 6 nach Null gehen. 
Addirt man nun (12) zu (11), so entsteht 


« 


Zape 


(13) lim ‚ fions” sin @” "da = lim fions sin on g 


„Man kann Aa in dem Integrale (9), ohne den Werth, dem es 


e so . PR : w . 
„sieh für 6 = O nähert, zu ändern, die Grenzen O und “, durch die 


æ n es er 
„Grenzen & und Fr + &’ ersetzen, wo & und &° willkürlich anzunehmende 


„positive Grössen bedeuten.“ 


86. 
Nachdem wir den Ausdruck, der zu untersuchen ist, umgeformt 
haben, setzen wir in die Formel (13) für & irgend eine ungerade Zahl 


2m + 1 und wählen dann &’ so, dass z -+ 8° der nächsten über dem 
Werthe von z liegenden geraden Zahl 2% gleich wird. Dann lässt 
sich der Ausdruck auf der rechten Seite von (13) als Grenze einer 
Summe von Integralen 


en—1 AH 


lim > Jien singz 4 


o=0 2m+1 h 


H 
A Žn—1 


= im f 2 (— 1’f,(62 + oh) sin x x 
darstellen. Nehmen wir davon die Hälfte des ersten und die Hälfte 
des letzten Gliedes fort, die wegen lim 1 foloz + sh) = 0 beliebig klein 


gemacht werden können, dann B sich der letzte Ausdruck auch 
folgendermassen schreiben: 


L 2n—1 
! 5 hleæ+oh)_ hsz+eh+o)) . 
(14) slim, | ee: en er ed] sin en da. 
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Das Verschwinden desselben liefert also die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen für das Bestehen von (7). Natürlich müssen 
hieraus alle hinreichenden Kriterien entnommen werden können, und 
— wie wir schon früher hervorgehoben haben — liegt darin gerade das 
Wichtige: praktisch brauchbare und dabei umfassende hinreichende Be- 
dingungen aufzustellen. Wir begnügen uns nach dieser Seite aber hier 
mit dem in $ 4 Gegebenen und wollen jetzt nur noch die geometrische 
Deutung unserer letzten Bedingung darlegen. 


Setzt man voraus, — was freilich als Voraussetzung ziemlich viel 
sagen will, — dass die Gleichung y = ae in rechtwinkligen Coordi- 


naten x, y eine Curve © repräsentirt, so kann man dazu für jeden be- 
stimmten Werth von 6 eine zweite Curve Œ, construiren, welche durch 
die Gleichung 


p 0 . m 
J= Au Er Xal Aero) sin 27 
für die Werthe von z = (2m + 1)o bis x = 2no dargestellt wird. 
Jede solche Curve @,, deren Ordinaten für einen zwischen oh und 
s(h + 1) gelegenen Abscissenwerth ox + oh auch durch 
(ex + ch) BR ee _ flex +ch-+ o) 
cx + oh cx + ch cx + oh + a 
Oaa 
dargestellt werden, schneidet die ursprüngliche Curve © in den Punkten, 
deren Abscissen ganze Vielfache von o sind. Denkt man sich in diesen 
Schnittpunkten die Curve Œ, abwechselnd über und unter der Curve © 
verlaufend, so „umschlingt“ sie die Curve Œ desto enger, je kleiner ø 
wird. Drückt man den von den beiden Curven E und ©, umschlossenen, 
in üblicher Weise positiv oder negativ zu rechnenden Flächenraum 
durch ein Integral aus, so entsteht das Doppelte von (14). Die Be- 
deutung des Verschwindens von (14) mit abmehmenden øo lässt sich 
also dahin formuliren: „Es soll die Umschlingung der Curve ©, um 
„die Curve Œ mit abnehmenden 6 eine immer engere werden, und zwar 
„mn der Weise, dass dabei der Gesammt-Zwischenraum beliebig ver- 
„kleinert wird.“ 

Die Untersuchungen über die aus (14) zu ziehenden hinreichenden 
Bedingungen haben wir in dem Aufsatze: „Ueber das Dirichlet’sche 
Integral“ (Monatsber. d. Berl. Akad. d. W. 1885 (9. Juli) S. 641 — 665) 
genauer dargelegt. 


) sin £x 


Sl 


Wir wollen jetzt das Dirichlet’sche Integral nach der Richtung 
hin verallgemeinern, dass wir an die Stelle des Sinus eine allgemeinere 


Fluetuirende Functionen. A: 


Function einführen, welche mit dem Sinus die Eigenschaft gemein hat, 
dass sich in jedem Intervalle von einer bestimmten endlichen Grösse 
mindestens zwei Argumentwerthe befinden, für welche die Function 
ihr Zeichen wechselt. Mit dieser Verallgemeinerung beschäftigte sich 
P. du Bois-Reymond in der Arbeit: „Ueber die allgemeinen Eigen- 
schaften der Klasse von Doppelintegralen, zu welcher das Fourier’sche 
Doppelintegral gehört“ (Journ. f. d. r. u. a. M. LIX, S. 65—108; 1868); 
aber schon vor ihm hat der berühmte Mathematiker W. R. Hamilton, 
ganz in die Tiefen seines eigenen Geistes versenkt, die Dirichlet’schen 
Sätze in dieser Allgemeinheit aufgestellt. Die betreffende Arbeit, die 
wie es scheint, bisher gar nicht beachtet ist, befindet sich in Band XIX 
S. 264 ff. der irischen Akademie (1843). Vermuthlich hat er den 1829 
erschienenen Dirichlet’schen Aufsatz gar nicht gekannt. Seine Arbeiten, 
welche etwas schwer zu lesen sind, weil er ganz und gar seine eigenen 
Methoden hat, sind erst zum Theil gehörig ans Licht gezogen; so sein 
„System of rays“ aus den Transactions of the R. Irish Acad. Bd. XVI 
durch Herrn Kummer’s Untersuchungen über die Strahlensysteme, 
und das sogenannte Hamilton’sche Princip durch Jacobi. 

Wir wollen uns im Folgenden an die Hamilton’sche Arbeit an- 
lehnen, jedoch die von uns benutzten Methoden auch hier beibehalten. 
Hamilton nennt Functionen mit der oben präcisirten Eigenschaft 
fluctuating functions. Wir wollen solche fluctuirenden Func- 
tionen mit fl(x) bezeichnen. 

p(x) sei eine Function, welche die Bedingungen der Endlichkeit und 
der gleichmässigen Stetigkeit erfüllt. Es soll dann festgestellt werden, 
welches die nothwendigen Eigenschaften von fl(x) sind, denen zufolge 


b 
(15) lim Sports) dz = 0 
wird. Setzen wir wieder w = L, 


von (15) in 


b 


% 
6 


= y, dann geht die linke Seite 


y s—1 Yan+ı "2x+2 
lim a | o(oy)fl(y)dy = lima Xf J ploy)fily)dy + if p(oy)fIy)dy} 
F 9% Y2x+1 
über; hierin sollen mit yg,, Y2x+1, -.. diejenigen Argumentwerthe be- 


zeichnet werden, für die fl(y) sein Zeichen wechselt; yə, ist derjenige, 


welcher nächst grösser als £ ist, Y2, derjenige, welcher nächst kleiner als 


ber: : ER 
z st Dass dabei am Anfang und am Ende je ein Stückchen weg- 
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gelassen wird, macht wegen des Factors o nichts aus. Durch diese 
Zerlegung hat man es erreicht, dass unter jedem einzelnen Integral- 
zeichen fl(y) sein Zeichen nicht ändert, dass aber beim Uebergang von 
einem jeden zum folgenden eine Zeichenänderung eintritt. Auf jeden 
der beiden Theile der Klammer kann man den ersten Mittelwerthsatz 
anwenden: 


Yar+1 
lim Be Tr Bretter) | lO)dy (deu + ô2x+1 = 1) 
o—=0 2% 
J242 

+ 9(663,+1Y»+1 + Tn OLA (dg2+1 + 02,4 2=1) 

Yar+1 

ae 2441 Y2y+2 

= ims > (4 DSF) ay Hp tra}, 


Yo, Y 


wobei 2® den Ausdruck 


P(O 2xY2x + 6d22+1Y2«+1) — P (0 Ô2x+1Y2241 + 0Ö2x-22Y2r+2) 
bedeutet. 

Aus der Annahme der gleichmässigen Stetigkeit von ø (y) folgt, dass 
die Differenz, welche mit 4 bezeichnet ist, durch geeignete Wahl von 
6 kleiner als eine vorgeschriebene Grösse r gemacht werden kann, wie 
auch x angenommen wird. Setzen wir voraus, dass !fl(y)|<e 
ist, wobei c eine endliche Grösse bedeutet, dann wird der erste 
Theil der Summe kleiner als - 


0.0 g| =a, 


also beliebig klein. Danach bleibt als nothwendige Bedingung für das 
Bestehen von (15) noch zurück: 


2x 


Y9x-+2 
a 


s—1 
lim I gleði Yenta + dintınr)eNWdy = 0, 
DEY Yax 
oder, weil œ endlich bleibt, 
b 


Yay +2 


(16) lim Ja J oflly)ay = lim o fr SR 


o 


Diese Bedingung wird von der Sinusfunetion erfüllt, da 
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Ya z+1 Yaxt 
sin y dy = — | sin y dy Ga = ur) 
Yay 2x41 


ist. Aber (16) ist viel weiter greifend; es reicht z. B. für die Richtig- 
keit von (15) schon aus, wenn das Integral von keiner höheren Ord- 


6 2 $ 
nung unendlich gross wird als N 
6 


S 8. 
Ist die Bedingung (16) erfüllt, so wissen wir, dass 
e 3 GA 
im rOn) 
ist. Für ø(x)= 1 liefert dies 


lim nl JAT 


Wale 


Hieraus folgt dann sofort wieder die Gleichung 


(17) im foor (3) dz = limp (I): ta fr) )dz, 


wobei p eine beliebige positive Grösse und e eine im Intervalle 
(0...p) entweder nur steigende oder nur abnehmende Function be- 
zeichnet, sobald ar ı wird, dass für alle p 


lim aE ‚)de 0<p<p) 


zwischen bestimmten ln Grenzen liegt. Denn dann darf man 
auf die linke Seite von (17) den zweiten Mittelwerthsatz in der Form 
Vorles. 4 § 4 (11) anwenden; durch ihn erhalten wir 


p 
Jon) de — lim mo fr (6) ja 0<m<N); 
und ia, wie wir eben sahen, 
0= lit aeo frl) 


ist, so folgt hieraus (17) durch Addition der beiden letzten Gleichungen. 
Unsere Erörterungen über die nothwendigen Bedingungen lassen 
sich gleichfalls auf die allgemeinen fluctuirenden Functionen übertragen. 
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$19; 
Die Dirichlet’schen Sätze wenden wir jetzt auf das Integral 
‚lim Jre+% wer. T) 


an. Wir zerlegen es in zwei Theilintegrale, von — b’ bis O und von 
O bis + b und tragen im ersten von beiden die Variable — x statt 
x ein; daduen resultirt 


lim Jro ) ETE da + lim re Dee Be 


w= o 
0 


Setzen wir il, von F(u + x) voraus, dass es in dem Intervalle (—b'...d) 
bis auf eine endliche Anzahl von Stellen gleichmässig stetig, eindeutig 
und endlich sei, und dass bei einem bestimmten u für hinreichend kleine, 
positive, beständig abnehmende ð, ð’ die Werthereihen 

F(u — ô), F(u + ô) (lim 6, 6’ —=0) 
kein Maximum und kein Minimum aufweisen, dann sind alle Bedingungen 
für das Bestehen des Dirichlet’schen Integrals erfüllt, und man erhält 
für einen solchen Werth von «u 

+ 
(18) lim y. Fo +) "22" do — 5 [lim F (u+ 8) + lim F(u — 0’). 

v=o Y, =0 d'=0 

Diese Gleichung gilt deshalb für jeden Punkt u von den festgesetzten 
Eigenschaften und auch für jeden Werth u innerhalb eines Bereiches 
(6... €), für welches F(u) in jedem Punkte die angegebenen Eigen- 
schaften besitzt; natürlich muss die Function für den Bereich 


(—b’+u...+b+u 
eindeutig, endlich und bis auf einzelne Punkte gleichmässig stetig sein. 
Setzen wir jetzt © + «u = v, so geht (18) in 


b-+u 
Min re j PRODE 7, — Z [im F(u + 8) + lim F(u — ò’) 
w=% ĝ=0 g'=0 
—b' +u 


über. Hier sind die Grenzen des Integrals so beschaffen, dass « zwischen 
ihnen liegt, da — b' +u<u<b +u ist; im Uebrigen sind sie be- 
liebig. Wir kenisi also auch schreiben 


(18*) lim J F(v en dv= Ž z Dim F(u+ ô) +lim F(u — ô’), 


(a <u <a) 
wobei a, nicht negativ zu sein braucht. 
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Jedenfalls findet sich u zwischen den Grenzen — œ und + œ; 
folglich gilt a 


(19) lim fr inue dr 4, Z [lim F(u + 8) + lim F(u—8))], 
FR o=0 EN, 

„wenn F(v) beständig endlich, eindeutig und bis auf eine endliche Anzahl 

„von Stellen gleichmässig stetig ist, für jeden Werth u, für den sich 

„angeben lässt, ob die Function für ihn steigt oder fällt“. Ist F(u) für 

einen solchen Werth stetig, dann nimmt (19) die einfachere Gestalt 
ae 


(20) lim Ad? ) — or a u Be PERF, Flo) 


vn 


an. 


Hinsichtlich der Bezeichnung sei erwähnt, dass Dirichlet und 
Riemann manchmal kürzer 
F(u +0) statt lim F(u + ô), 
=0 , 
Fu—0) „ lim F(u — ô’) (s, 7.29) 
'=0 
schreiben. Wir wollen aber von dieser Schreibart keinen Gebrauch 
machen, weil dadurch demselben Zeichen, der Null, zwei verschiedene 
Bedeutungen gegeben würden, die der „vollendeten“ Null, wie sonst, 
und die der „erst werdenden“, wie jetzt hier. Wir haben ferner ver- 
schiedene ö gewählt, um nicht unnöthiger Weise die Vorstellung zu er- 
wecken, als ob die Annäherung an « von grösseren wie von kleineren 


Werthen her in derselben Art vor sich gehen müsse. 
Weil nun 


‚bw 
+4 o sin w(v — u)z 
Z feos (v — u)en de = ——— 
=y 


ist, so ey sich (19) in 
+» Fa 

(21) Jroafe (v —u)zn. dz = lim Fu +ô) + lim Fa — ô’) 
um. Dies ist das Fourier'sche Doppelintegral. In ihm bedeutet 
F(v) eine endliche, eindeutige, bis auf eine endliche Anzahl von Stellen 
gleichmässig stetige Function; und (21) gilt für jeden Werth «x, für 
welchen angegeben werden kann, ob die Function bei wachsendem 
und bei abnehmendem Argumente steigt, oder ob sie fällt. 

Dieses sogenannte Fourier’sche Doppelintegral hat bei seiner Ent- 
deckung einen ungeheuren Eindruck auf die mathematische Welt gemacht. 


Kronsoker, Intogenlo G 
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Zum ersten Male wurde gezeigt, wie sich eine nahezu beliebige Function, 
die nur den erwähnten Bedingungen zu genügen braucht, in mathe- 
matische Formen fügt. Die Formel (21) behält auch, wie P. du Bois- 
Reymond in seiner erwähnten Arbeit zeigt, für beliebige fluctuirende 
Functionen, die an die Stelle des Cosinus gesetzt werden, ihre Gültigkeit. 

Bei (21) wie bei dem Dirichlet’schen Integrale ist es interessant, 
dass der Werth des Integrals durch den Functionalwerth F(u) einer 
einzigen Stelle festgelegt wird; der Inhalt des Integrals ist gewisser- 
massen in der Umgebung eines einzigen Punktes concentrirt. 

Unsere Betrachtungen weisen das Fourier’sche Doppelintegral 
als Corollar des Dirichlet’schen Integrals nach. Diesen innigen Zu- 
sammenhang hat wohl P. du Bois-Reymond zuerst erkannt. 

Die Bedeutung von (21) liegt darin, dass das Argument « nicht 
mehr unter dem Functionalzeichen, sondern nur unter dem Cosinus- 
zeichen vorkommt; dadurch werden viele Schwierigkeiten gehoben, die 
sich sonst bei der Behandlung von Aufgaben namentlich aus der Wärme- 
theorie einstellen. Dazu hat Fourier das Integral auch verwendet 
und eine Reihe von Problemen erst dadurch lösbar gemacht. 


$ 10. 
Wir hatten die Formel aufgestellt: 


(18*) lim Jro IE an Z [lim F(u +8) + lim F(u — 0) 
w= 0 dia =0 '=0 
l (a <u < a’); 
hieran knüpft sich die Frage nach dem Werthe der linken Seite von 
(18*) unter der Voraussetzung, dass u ausserhalb des Gebietes (a)... a’) 
liegt. Gesetzt u lüge oberhalb a’, und es wäre a” grösser als u ge- 
wählt, so dass man a <u <a” hätte, dann würde aus (18*) 


w—n 


lim J Feo) TECO dy — Ž [lim F(u + ò) + lim F(u— ò’), 
J ER )=0 "0 


U 


im fro et = 5 [lim F(u + 8) + lim F(u — d”) 


w= nV 
folgen, und wenn man die erste Gleichung von der zweiten subtrahirt: 


l fain € aKa <u 
sm) lim fro EREA iom (ce) 


Wir haben die Gültigkeit von (18**) eigentlich nur unter der Annahme 
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a, <a <u bewiesen; offenbar können wir aber die zweite Möglich- 
keit u < ap < a in derselben Art behandeln. (18**) ist die Ergänzungs- 
formel zu (18%). Wir könnten sie auch direct beweisen, doch über- 
gehen wir dies hier. Natürlich müssen die über F(u) gemachten 
Voraussetzungen auch in dem erweiterten Gebiete gelten. 


g 11. 


Das Fourier'sche Doppelintegral lässt sich in einer sehr merk- 
würdigen Form darstellen, die von Cauchy gefunden worden ist. 
Es ist nach Vorlesung 1, § 10, V) 
+» 


Jsi (v — u)zz - dz = 0, 
und also auch pa 
TS +» 
Sroafi 


a] 


sm (v — u) zx: dz =0 . 


Addirt man diese Gleichung zu (21) und setzt F(u) als bei u stetig 
voraus, so entsteht 
i ar 
Jroa] emhrigg—= AEU) 
Für z wollen wir 2z einsetzen, die Exponentialfunction zerlegen und die 
Integrationsordnung verändern: 


æ% L 

è » 

Jerda f Poena = F(u) 
—_—» _n i 

Das innere Integral, welches eiue Function von 2 ist, bezeichnen wir 

mit G(z); schreiben wir dann y statt z und x statt «, dann erhalten 


wir das beinerkenswerthe Gleichungssystem 


SFoerrar = 6), 
(22) Dr 


[ewe ray = Fe). 


Die Reciproeität, welche zwischen F(x) und G(s) besteht, wird voll- 
ständig, wenn man unter F(x) eine gerade Function versteht. Denn 
in diesem Falle gehen die Formeln (22) wieder unter Berücksichtigung 
von Vorlesung 1, $ 10, V) ın 

6* 
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2f F(x) cos 2vyx - dz = G (y), 
(23) u F 
2J G(y) cos 2xyx - dy = F(a) 


über. 

Wir brauchen übrigens zum Zweck dieser Beweise das Gebiet der 
reellen Grössen nicht zu verlassen. Der Glaube an die Unwirksamkeit 
des Imaginären trägt auch hier wie anderweitig gute Früchte. Wir 
führen in (21) 2z statt z ein: 


JEO% feos 2 (v — u)endz = F(u), 


und schreiben hierin einmal — v für v und dann zweitens — u für u; 
„ dadurch entsteht 


Sr o)av | cos 2(v + u)zz : dz = F(u), 


© 


Jros fos 2(v + wen. dz = F(— u). 


— a 


Verbindet man diese beiden Gleichungen durch Addition und durch Sub- 


traction und setzt 
4 (F@) + F(— 2) = K (2), 
4 (F£) — F(— z)) = F,(@), 


wobei F, eine gerade und F, eine ungerade Function wird, so entsteht 


Srroar feos 2( +u)eax -de= F (u), 


JEO feos 2 (v + ua. dz = — F, (u). 


Hierin entwickelt man den Cosinus, vertauscht die Integrationsordnung 
und berücksichtigt Vorlesung 1, $ 10, V; dann kommt 

Jos 2usz de | F (v) cos 2vzx - dv = F (u), 
fein 2uzn de | F, (v) sin 2vex dv=F,(u) 


— 2 —o 
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heraus. Dieses Resultat ergiebt die folgenden beiden Gleichungs- 
Systeme: 


Jr® cos 2xya - dæ = G (y) jr (x) sin 2ayn -dae= G, (y), 


J G,(y) cos 2xyx : dy = F,(x) J G (y) sin 2yx : dy = F, (2), 


oder in ein System zusammengefasst, die reciproke Beziehung 


ae] 


Jr@ cos (22y — $ a)n de = Galy) 


(24) (a = 0, 1) 


=s 


J Galy) cos (229 — $ æ)x - dy = F«(). 


§ 12. 


Das jetzt zu behandelnde, sogenannte Poisson’sche Integral unter- 
scheidet sich von dem Dirichlet’schen Integrale wesentlich nur durch 
die verschiedene Folge zweier Grenzübergänge. 

Setzen wir in (7*) 2%» +1 für w ein, wobei wir unter n eine 
ganze positive Zahl verstehen, und nehmen ferner statt x die Variable 
v, so können wir schreiben 


+n 2 
lim f(8) = li / ; 2xvn -d 
+ lim f( ) lim d f(v) cos 2xvz - dv 


n d’ 
= lim lim > fror cos 2xvn - dv; 
(U 


ORO 


n=a r=l1" n 


denn die endliche, von — n bis + n erstreckte Summe wird durch 
den hinzugefügten Factor, der bei jedem Summanden den Werth 1 an- 
nimmt, nicht geändert. Nun ist aber 


W 
r cos v — r? i r sin v 


K rei 
y ett a —— - FH. = Er an N E 
2 1— re! spater 1 — 2r cos v + r?? 
also 
i— r? 
1 — 2r cos2vrm + r*? 


1+ 2 r*cos 24vr = 
il 


und demnach liefert die Dirichlet’sche Reihe für 
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lim lim m $ fen cos 2xva - dv 


=n 0 


= lim lim = Jio | cos xvn - dv 


r= s= o 
= lim / A E VELESA 
Pn 1 — 2rcos2vr + r 
o 


+ lim f(8), 


„wenn es erlaubt ist, die Folge der Grenzübergänge n = œ und 
„r = 1 zu vertauschen“. Des Integral 


i1 — 7r? 
lim fo Torcer e dv 


ist das Poisson’ sche. Ob es aber den angegebenen Werth hat, muss 
noch dahingestellt bleiben; denn die vorgenommene Vertauschung ist 
bisher nicht gerechtfertigt. 
Wir gehen behufs der Auswerthung des Poisson’schen Integrals 
folgendermassen vor: 
Es ist identisch 
i— r’? 1—r 


1— 2r cos 2vm +r? (1—rcos 2vm)® + r!sin’2or’ 


den Werth 


und daraus ersieht man, dass dieser Ausdruck für constantes r und 
veränderliches v sein Zeichen nicht ändert. Demnach kann man auf 
das Poisson’sche Integral den ersten Mittelwerthsatz anwenden; das 
liefert uns 


£] 


: Li- = TA 1—r 
m TE 1 — 2r cos Zum + r°? PA lim aro fi — 2r cos 2vn Fr av. 
Durch Differentiation erkennt man die Richtigkeit der Gleichung 


ed 
1-r 1 (' +r ))" 
Ji — 2r cos 2vx + r? Ai (+ arc tang 1—r a Ja? 
@ 


und so wird 
P 


; E u We i 1 1 ; 
Im SAO) 1 apesssr pp 0 lim fl) $ are tang (1 tang d'a) 
0 
=O TOSE 
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Die Anwendung des Mittelwerthsatzes fordert dabei die Voraussetzung, 
dass f(v) im Intervalle (0...0”) endlich bleibt. Setzen wir in der 


letzten Gleichung f(v) = 1, so folgt, wie auch aus der vorletzten, 
M 
1— r 


lim 
Er 1— 2rcos 2von + r° 
u 


das Integral ist demnach von ð’ unabhängig, und es wird folglich 


v4; 


RER Pe Ga, 
> <ð); 


lim 1 — 2r cos 20r + r? 


1 
r= 5 


j ö 
; È 1— r? ker i (1 — r)dv ie? 
lim J a i OJ TET e T a 


(<<); 
X 


r ? 1— r? 
r e fo) 1—2r cos2vr + r° 


ó’ 


: ge Nase — r’ 
=lim /f() 1 > r cos?vr r? dv+ iim ff) anr? 


= 4 f(e) (0 < £ < òo) . 
Lässt man jetzt bei unverändertem 6’ den Werth ð, nach Null gehen, 
dann resultirt der Werth des Poisson’schen Integrals 


Gj 
; i 1— r’ 
(25) lim Jro:- a de = p lim foe), 
0 


und dies stimmt mit dem oben erhaltenen Werthe überein. Ueber f(v) 
ist hier nicht so viel vorausgesetzt, wie beim Dirichlet’schen Inte- 
grale. Denn während dieses fordert, dass f(v) in der Nühe von v = 0 
nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, und ausserdem, dass 
f(ö) mit abnehmendem 6 sich einem bestimmten Werthe nähert, genügt 
bei dem Poisson’schen Integrale die letzte Bedingung. Im Uebrigen 
reicht es auch hier aus, wenn f\v) in dem Integrationsintervalle endlich 
und bis auf eine endliche Anzahl von Stellen gleichmässig stetig ist. 
Die Formel (25) kann man auch folgendermassen schreiben: 


lim > yc, = hai 4f(6), fl 


c, = | f(v) cos 2xvz - dv) 


Da =lim fl): ; 


‘ o 


(26) 
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$ 13. 


Die Vertauschbarkeit der Grenzübergänge können wir aber auch 
direct beweisen und damit die aus (26) hervorgehende Formel 


W 


W 
lim > T*C, = > C4 
0 


r=1" 


ableiten. Wir gehen von der schon früher bei den Mittelwerthsätzen 
benutzten Abel’schen Identität (S. 58) 


tob +> @s—1(bx TE b,_ı) => (a,_ı a a,)b, + sOy 
1 i 


aus und nehmen wie dort an, dass 
ae lz, 
M, <b,<M 


sei, wobei M, und M endliche, feste Grössen bedeuten. Nun ver- 
stehen wir unter 


ot ar a aaa (in inf) 
eine convergente Reihe. Dann ist die Bedingung, welche wir den b, 
auferlegt haben, erfüllt, wenn 


ba = — (ay H arpi tH) 
angenommen wird. Dabei folgt zugleich 
m b,_ı + bx = Ü,_ı und lim b, =.(. 


Hierdurch geht die Abel’sche Gleichung in 


W 


-— a D üy F 7%-1%-1=(6,M,+ òM) D (ax 1 —,)—a, 2 a, 
1 1 n 


0 
X 


= (ò M, + ò M) (ao — an) — aia E Oz, 


n 


uud wenn wir » ins Unendliche wachsen lassen, in 


— ia D + > a101 = (d M, + ò M )(a, — lim a,) 
0 a 1 n=% 


über. Für die æ setzen wir jetzt Functionen einer Veränderlichen r 
a, — f(r) 7 
welche die Eigenschaft besitzen sollen, dass für jedes x und A 
lim f,(r) = lim fi (r) 


wird; c bedeutet dabei eine beliebige Constante. Dann ist insbesondere 
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limf = limhe dh =a,= li da 
r=c r=c M—=Rn 


und wir erlangen die Gleichung 


(27) lim Safe) = lim far) D or. 
r=c "9 r=c o 


Das ist die Verallgemeinerung der am Beginn dieses Paragraphen auf- 
gestellten Gleichung. Setzt man 

f; „(r) 77, 
so erhält man jene Gleichung als Specialfall von (27). 

Dass die Reihenfolge der Grenzübergänge hier nicht ohne Weiteres 
vertauscht werden darf, ist mitunter übersehen worden, so z. B. in dem 
berühmten Lehrbuche von Thomson und Tait. Dagegen hat Hamilton 
es wohl beachtet und das Dirichlet’sche Integral schr genau von 
dem Poisson’schen unterschieden. 
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Fourier’sche Reihen. — Historisches, — Lagrange's Beweis. — Dirichlet's 
Beweis. — Willkürliche Functionen. — Eindeutigkeit der Darstellung. — Aenderung 
der Coeflicienten. — Beschränkung und Erweiterung der Grenzen. — Summen- 
formeln. — Gliedweise Differentiation. 
Sal, 


Fourier ist auf das nach ihm benannte Doppelintegral durch die, 
gleichfalls seinen Namen tragenden, unendlichen Reihen gekommen, 
welche nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen des Argumentes 
fortschreiten. Diese Reihen traten schon bei Euler auf und sind dann 
von Lagrange eingehend behandelt worden. Lagrange glaubte auch, 
einen Beweis dafür gegeben zu haben, dass eine beliebige Function 
von x sich immer nach Sinus und Cosinus der Vielfachen von x ent- 
wickeln lasse. Er ging dabei von der Betrachtung aus, dass man nach 
seiner Interpolationsformel eine ganze Function finden kann, die mit 
einer beliebigen Function für beliebig viele Werthe des Argumentes 
übereinstimmt. Aehnlich versuchte er eine lineare, nach den Sinus und 
Cosinus von Vielfachen der Variablen fortschreitende, abbrechende Reihe 
zu bilden, welche sich in der charakterisirten Weise einer Function 
anschliesst. Ist die Function f(x) etwa eine ungerade Function, dann 
reichen die Sinus für die Darstellung aus, und die Aufgabe wäre, 


Coefficienten Oi”, or, ... C“, so zu bestimmen, dass 
nel Fr ee 
O” sin kex = ( für x = i- ee) 1 
x sin har = f(x) (fürs =z; h = C 
k=1 


wird. Dabei werden also nur Argumente betrachtet, welche kleiner 
als 1 sind. Lagrange hat diese Gleichungen zuerst aufgelöst. 


Multiplieirt man die Gleichungen für = 1, 2, ...n — 1 der 
2 2 -> k . 2k . — 1)k A > 
Reihe nach mit 2 sin =, 2 sin =; ...2 sin es > 7 summirt die 


Resultate, zerlegt die Sinus-Produete in Cosinus-Summen und wendet 
die Formel aus Vorlesung 1, § 11 (2) an, dann erhält man 


n—1 


DALES N . hk 3 
(1) > (*) sin z (PESA) 


4=1 
und hieraus als Annäherungs-Formel für die Function f(x) 
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n—1i n—1 


(2) fa) = ee ) sin Rt sin kax. 


Lagrange lässt nun in En N AY die Zahl n ins Unendliche 
wachsen: dann entsteht 


1 
(3 o = 2J sin kanf(z)dz, 


0 
und, wenn man dies in (2) einträgt, mit „unendlicher“ Annäherung 
n—1 


(4) fa) = lim 22 sin kær fin kanf(2)dz. 


Jetzt stellt die ae Reihe a die beliebige Function links 
in aller Strenge zwischen den Grenzen — 1 und 1 dar. Da f(z) un- 
gerade ist, kann man den Factor 2 weglassen und die untere Grenze 
== — 1 machen; setzt man nun z = 2u — 1 und für f(2x— 1) ein 


neues Functionszeichen, so erhält man 
+n 1 


(4*) f(x) = lim I sin 2kuz | sin 2kzaf(z)dz. 
er o 

Mit diesem Resultate hatte Lagrange vollkommen Recht, und 
man ist lange Zeit in dem Gedanken befangen gewesen, dass auch 
der eingeschlagene Weg der richtige sei. Vergegenwärtigen wir uns 
aber, in welcher Weise der Grenzübergang vollführt worden ist, so 
erkennen wir leicht, dass begründete Zweifel sich geltend machen. 
(2) forderte den Grenzübergang 


n—in—1 


2,22 t) sin i Z sinker; 


statt desselben haben wir den doppelten Grenzübergang 


lim 3 sin ker lim = rl) sin i ee 


n=®n k= m= W% 
gemacht. Ob beide Ans Biden, bedarf also durchaus 
noch einer besonderen Untersuchung. 

Lagrange wusste nichts von diesem Bedenken, und auch Fourier 
wandte die Reihen schlechthin an. Beachtet wurde die erwähnte 
Schwierigkeit zuerst von Cauchy; allein auch seine beiden Beweise 
für die Richtigkeit der Formel sind nicht genügend. Dann wurde der 
Gegenstand im vierten Bande des Journals f. d. reine und angewandte 
Mathematik (1829) von Dirksen und von Dirichlet behandelt. 
Dirichlet erledigte die Frage, indem er die bekannte Integraldar- 
stellung der Coeffieienten unter dem Integralzeichen zu Grunde legte, 
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bis zum n*e Gliede summirte und zeigte, dass die erhaltene Summe 
sich mit wachsendem n der angenommenen willkürlichen Function mehr 
und mehr nähere. 


82. 


Die Lagrange’sche sowie die Fourier’sche Methode ergiebt 


f(«) = lim È cos ana f eos 2uzn - f(2)dz 


+ lim N deax in 2xzn - f(z)dz 


nen 


= lim SY cos 24 (z — x) - f(z)dz 
als Entwickelung einer Function f(x) in eine Sinus-Cosinus-Reihe. Wir 
werden nach Dirichlet zur strengen Begründung der Formel den an- 
gedeuteten Weg einschlagen, indem wir umgekehrt von der Summe 
auf der rechten Seite ausgehen. Man findet 


En Jee cos 2y (z — g)n : da = lim fro ur De- 2 dz; 


—ñ 


aus ta Ausdrucke wird, wenn man z — z = z' und 2n +1=w 
setzt, 


lim fr ROBLTILEP 


1—z 
sin ER 


0 
-im ffet art im, ffet oase? 
Es sei zunächst O < x < 1; dann kann man im ersten Integrale — z 


statt z schreiben und die Grenzen RER das giebt 


sin ee] 


lim free + lim fre+ a) ie 


EE sin zm 


und nach der vorigen Vorlesung § 4, (79) folgt hierdurch der Werth 


lim yi f(@) = cos 2x(2 — z)dx = slim f(@— 8) + lim f@+)]. 


It z= 0 oder z = 1, so giltdie letzte Gleichung nicht mehr, 
weil wir zu ihrer Ableitung Werthe f(— ô) und f(1 + 6’) benutzten, 
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welche im ersten bezw. im zweiten Falle keine Bedeutung haben. Denn 
f(x) war nur für die Werthe zwischen O und 1 gegeben. 
In diesen Grenzfällen muss man das Integral 


"sin (2n + 1) (2 — 2) x 
Jro ™ sin (8 — ajae 5. 
0 
in zwei andere, von 0 bis ô und von ô bis 1 zerlegen. Im zweiten 
Theile führt man 1 — z statt z ein, vertauscht die Grenzen und reducirt 
die a dann geht der Limes des obigen Ausdrucks in 
La 


m v e sin (2n + 1) (z — a)r dz + lim „JB sin(@2n+1)(<+2)r de 


n=as sin (2 — ©) sin (2+2)r 


über; für z = 0 und für z = 1 wird Si 


en sin 27 sin Zmz 


1—ò 
Ka i ) sin (2n + 1)zx de + lim Sra-» sin (2n + H 1)zx EFR 
0 


Jetzt a beide Summanden Dirichlet’sche Integrale und also resultirt 
liess]; 
s . Erna lee rE ezo 
=0 :=0 


Wir können demnach, die Ergebnisse zusammenfassend, schreiben 
in d 


lim X feos 2x(2 ee x)af(z)dz 


n= 
0 


= lim [3 cos una fre cos 2xzadz 


(5) n=o Ln 
Peg sin axs f7 f(z) sin 2x2 - dz] 


= plim f@—)+f@+9) (0<2<1); 
oder rm). +A) @= 0,1). 


§ 3. 

Die trigonometrische Reihe stellt also beständig einen Mittelwerth 
dar; im ersten Falle (0 < x < 1) den zwischen zwei unendlich nahen, 
den Werth f(x) umschliessenden Functionswerthen; im zweiten Falle 
(x = 0, 1) den zwischen 

lim f(e) und lim fl — +), 
t=0 = 


wo & positiv ist. 
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Die Bedingungen für die Därstellbarkeit einer willkürlichen Function, 
so wie wir sie vorausgesetzt haben, nämlich dass die Function endlich 
und eindeutig sein, und dass sie an allen Stellen des Gebietes ent- 
weder nicht zunehmen oder nicht abnehmen soll, lassen sich noch etwas 
erweitern. Die Vermuthung jedoch. dass sie sich ganz beseitigen lassen, 
ist durch P. du Bois-Reymond erschüttert worden; von ihm wurden 
Functionen der Art bestimmt, dass bei denselben das Dirichlet’sche 
Integral nicht mehr gilt; ferner setzte er Functionen zusammen, die 
sich überhaupt nicht in eine Fourier’sche Reihe entwickeln lassen. 
Es kann jedoch zweifelhaft erscheinen, ob solche durch lauter Grenz- 
übergänge erlangten Ausdrücke überhaupt noch als Funetionen an- 
gesehen werden können. 

Jedenfalls aber sind diese Fragen auf die mathematische Physik 
ohne allen Einfluss, da in ihrem Bereiche die Functionen, um zur 
Lösung einschlägiger Fragen brauchbar sein zu können, noch viel weiter 
beschränkt werden müssen, als die Gültigkeit der Fourier'schen Ent- 
wickelung es verlangt. 

Die Eigenschaft der behandelten Reihen, willkürliche Functionen 
darzustellen, hat die Mathematiker äusserst frappirt. Es ist jedoch zu 
bedenken, dass auch diese Willkür nur in mathematischem Sinne zu 
verstehen ist. Sie ist immer noch viel gesetzmässiger als das schärfste 
Gesetz der Praxis. Die Willkür liegt nur darin, dass wir das der 
Funetion unbedingt vorzuschreibende Gesetz ihres Verlaufes für ver- 
schiedene Stellen verschieden wählen können. Wenn man öfters an- 
nimmt, man könne willkürlich irgend eine Curve hinzeichnen und sie 
dann auch analytisch durch die Fourier’sche Reihe ausdrücken, so ist 
dagegen einzuwenden, dass man ja doch niemals alle Ordinaten der 
Curve ausmessen und ihre Grösse zur Bestimmung der Üoefficienten 
benutzen kann. Damit fällt dann auch der Begriff des Integrals weg; 
es tritt nur eine Summe auf, und wir kommen auf die Lagrange- 
schen angenäherten Funetionen zurück. 

Eine in dieses Gebiet gehörige Frage verdient grosse Beachtung: 
„Lässt sich eine Function auf verschiedene Arten durch eine trigono- 
„metrische Reihe darstellen?“ oder was dasselbe ist: „Kann man die 
„Null durch eine trigonometrische Reihe darstellen, deren Coefficienten 
„nicht sämmtlich verschwinden?“ Sollte die Antwort hierauf „Nein!“ 
lauten, dann müsste der folgende positive Satz gelten: „Wenn in 


& 
> a, cos za + > b, sin xxx 
— 0 


— o 


„nicht alle Coeffieienten verschwinden, dann lässt sich ein Werth von & 


N 


Eindeutigkeit der Darstellung. — Aenderung der Coeffhicienten. 95 


„angeben, für den der absolute Werth der Reihe grösser ist als eine 
„positive, von Null vexschiedene, sonst aber beliebig kleine Grösse.“ 
Dass der Beweis dieses Satzes keineswegs leicht ist, geht schon daraus 
hervor, dass eine trigonometrische Reihe eine Function darstellen kann, 
welche überall Null ist ausser in einigen wenigen Stellen. Diese 
müssten dann als Funetionen der Coefficienten «,, b, aufgesucht werden. 
Bei der Darstellung von Functionen durch Potenzreihen lässt sich der 
Beweis des entsprechenden Satzes thatsächlich so wenden. So lange 
dies bei den trigonometrischen Reihen noch nicht gelungen ist, muss 
es erlaubt sein, die Frage als eine noch offene anzusehen. 


84. 


Wir können die Formel (5) noch mannigfach umgestalten. So 
entsteht z. B., wenn man 


1 
re cos 2x2 : dz = C, cos 2x&,n 
0 


und 


1 
fio sin 2x2 - dz = c, sin 2x, x 
0 
oder auch 


1 

> 
O == ala 
(o 


` . PE s . . . m 

setzt, die schöne Form für die linke Seite von (5) 
+n 

lim > G C08 2x (Er 


n= 0 


DT 


—n 


Eine andere Umgestaltung ergiebt sich durch die Benutzung der 


Gleichung u i 
> fin 2x2 — a)afl)de=0, 


=r. 
deren Richtigkeit ersichtlich wird, wenn man je zwei Summanden zu- 
sammenfasst, die zu entgegengesetzt gleichen Werthen von # gehören. 
Multiplieirt man diese Gleichung mit + und addirt das Product zu 
(5), so folgt 


+n 
(6) lim De 


1 
fro” 2z(e—z) ni dg 


n= 0 ® 
9 


als Ausdruck der linken Seite. Die neue Form ist für manche Zwecke 
bequemer als (5). 
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S 8: 

Wir gehen jetzt dazu über, in den Integralen, durch welche die 4 

Coeffieienten der Fourier’schen Reihe dargestellt werden, das Inte- 

grations-Intervall einerseits zu beschränken, andererseits zu erweitern. 
Es ist nach § 2 


lim >Ja cos2x(z — a) -dz = $ lim Lile —.) + fl@+ e)] 
x Oee 
(6) oder — plim [fl + 1-9) 
# (z = 0, 1), 
so dass sich das Integrations-Intervall von O bis 1 erstreckt. 
Die Formel (7*) der fünften Vorlesung liefert 


t J sin (2n + 1)yr ; 

lim ffy) CREDIT dy = plim f(e + ©) 
0 

für ein beliebig kleines ð’. Setzen wir y = z — x und verwandeln 

den Sinus-Quotienten in eine Summe von Cosinus, so ergiebt dies 


A gA 
(7) im I fro cos 2x(z — Jan da = $ lim f(x + £). 


Hier haben wir die Integrationsgrenzen auf die beliebig kleine Strecke 
von æ bis x + ð eingeengt. Dann liefert die Fourier’sche Reihe den 
zum Argumente x gehörigen Werth der Function, dividirt durch 2. — 

Wenn wir andererseits in (5) statt f(z) eintragen g(z + a), dann 
unter dem Integralzeichen z + a durch z ersetzen, für v + a wieder 
x und für ø wieder f einführen, dann ergeben diese Operationen 


+n a+1 
lim > fro cos 2x (z — a) x : de = $ lim [f(e — ¢) + fe +) 


not 
na 


(8) . (a<x<a+ 1), 
oder — plim [f(a ++) +fla+1—9)] 
e=0 
(x =a,a + 1). 
Daraus folgt sofort durch Summation 
+n ath 


lim > Jro cos 2x (2 — a)m - de 
(9 Be 


= $ lim [fa + 9 + fa +1 —)+fa+1+%) 
= +fa +2 — +. + flath e)l; 
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hierbei bedeutet h eine positive ganze Zahl. Dieses Resultat lässt sich 
erweitern. Es sei b == a + h 4+ ô', wobei k wieder eine positive ganze 
Zahl und Ö’ einen positiven echten Bruch bedeutet. Nach (7) wird 
n atat’ 
lim > Jro cos 2x (z — a)n - dz = 4 lim f(a + h + €) 
Eo O S, e=0 


Addirt man diese Gleichung zu (9), so entsteht 


Er 2 
lim > Jro cos 2x(z — a)n - dz 
pa i i 
(9*) — Hlim (fa +) + fa +1—d)+fa+1+e) 
+. + fa +h—o)+fa+h+o)l, 
(a+h<b<a+h+1).— 
Wenn wir in (8) für a der Reihe nach 0, 1, 2, ...h— 1 ein 
setzen und die Resultate addiren, dann resultirt für x = a 


EU TR 
lım if 2) cos 2 xgzadz 
N lim © JO 


= tim OHU SEAE) + HLEH el: 


Dabei bedeutet h eine positive ganze Zahl. Ist f(z) an den Stellen 
0,1, 2,...h stetig, dann wird die rechte Seite 


— O A a) le 3 2. 
Diese Formel hat Poisson durch einen nicht ganz correeten Grenz- 
übergang abgeleitet. — 


It b = h + ð’, wobei ð’ einen echten positiven Bruch bezeichnet, 
dann liefert (7) für z == h 


En. „6 
im I fI cos 2x2n : dz = $ lim f(h +9, 


nn. 


und wenn man dies zu (10) addirt, so folgt die allgemeine Formel 


4a 2 
lim ` J f(e) cos 2xzz : de = plim LO) + F0 — 2) + f + ©) 


n=0 Sn 


++i, 
Maa oaie A l)a = 

Setzt man endlich in (10*) statt der Grenze b die Grösse a, benennt 

die grösste ganze in a steckende Zahl g und subtrahirt das Resultat 

der Substitution von (10*), so ergiebt sich 


Kronecker, Integrale. (i 
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lim È fe) umanın. dz 


n= 0 


10F*F Tun 
OD img A++ ++ ++] 
(<a<g-+1l; h<b<hk+1). 
Die Aenderungen, welche vorgenommen werden müssen, wenn a oder b 
ganze Zahlen sind, folgen leicht aus (10) und (10*). — 
Die erhaltene Formel können wir dadurch erweitern, dass wir statt 
z setzen gz — x und statt des dann entstehenden f(z — x) wieder f(z) 


eintragen: n bte 
lim I) fr) cos 2x(2 — z)x - dz 
—Ra+z 
(11) = plim [fæ +g +1 Hfi tH 


=  4feæ+h—s)+ (feth + o] 
a gr A HaIa 
Ueber ganzzahlige Grenzen a oder b gilt das eben Gesagte. 


A 8 6. 

Wir behandeln zum Schlusse die Frage, wann man durch gliedweise 
Differentiation der Fourier’schen Reihe die Ableitung der durch sie 
dargestellten Function erlangt. Wir gehen dabei von der Form (5) aus 
und denken uns zugleich auch die Ableitung von f(x) nämlich f'(x) 
auf gleiche Art in eine Fourier’sche Reihe entwickelt. Diese wird 


Zw a 
| fe) = lim Ho cos 2x (z — z)n - f (z)dz . 


Es fragt sich, wann diese Reihe mit dem Differentialquotienten der 
| durch gliedweise Differentiirung von (5) erhaltenen Reihe identisch ist. 
Wendet man auf die rechte Seite der letzten Gleichung die Formel 
für die partielle Integration an, dann folgt 


f!@)= lim Pa Jor sin 2x(z — x)af(z)dz 
T (f(e) cos 2x (z — DEN 


= lim >> g Jroa: + Aa 2 cos2xea(f() —f(0)) 


n=» Th 


n 


= Ê lim Ý foszxte-naraar+ u aa > oos D4sn. 


n=% ER 


U | 
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Der Ausdruck 
Br Ixen = LEERE 


sin gr 


nähert sich bei wachsendem » keiner festen Grenze, so dass sich also 
die verlangte Ableitung von f(x) nur ergiebt, wenn der andere Factor 
des zweiten Gliedes in der obigen Gleichung, nämlich 


(fd) — FO) 
verschwindet. Wir haben daher den Satz: „Dann und nur dann, wenn 
„die Function f(x) an den Gültigkeits-Grenzen O und 1 der für sie be- 
„stehenden Fourier’schen Reihe denselben Werth hat, wird ihre Ab- 
„leitung durch diejenige Reihe dargestellt, welche bei gliedweiser Diffe- 
„rentiation der ersten Reihe entsteht. Dabei ist zugleich vorausgesetzt, 
„dass die Function überhaupt eine Ableitung besitzt.“ 


Siebente Vorlesung. 


Anwendungen der Fourier’schen Reihe. — Leibnitz’sche Reihe. — Ent- 
wiekelung von æ. — Neuer Beweis für die Fourier’sche Reihe. — Entwickelung 
von z’, — Summirung von Reihen. — Bernoulli'’sche Zahlen. — Bernoulli’sche 
Funetionen. — Berechnung der Gauss’schen Summe. — Quadratisches 
Reciprocitäts-Gesetz. — Historisches. 
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Es sollen jetzt einige Anwendungen der Fourier’schen Reihe be- 
sprochen werden. Wir nehmen zunächst für die Formel (8) Vorlesung 6, 
als Gesetz, dem f(x) unterworfen ist, 


fæ) = 1 für e<2<ao+t}t, 
f)=—1 für ao +4<e<e-+]1; 
dann folgt für diese Function die Entwickelung 


1 
a ri a41 
lim D| feos 2x(2 — x)ndz — feos 2x(z — a)ndi| - 
-NN 1 
«+7 r 


Hierin lässt sich das zweite Integral mit dem ersten vereinigen, wenn 
wenn man in ihm 2 + $ statt z setzt; es geht dann in 


1 
+7 
(— 1)* f cos 2x(2 — z)adz 


über, und in der eckigen Klammer zerstören sich die zu geraden Werthen 
von x gehörigen Integrale. Es bleibt nur zurück 


ot 
f(x) = 2 lim X fos 2r(z — z)ndz 


Zo S sin 2r(« +4 — x)m — sin 2r (« — g) n 


> 2rn 


22 . 
BRY a 2r (© — a)r 
ah i 


4 sin 2x (x — «a)r 
ren a 5 % 


(r ist ungerade) 
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Diese Summe hat also für «<x <« + 4 den Werth 1; für« +3 <x< 
a + 1 den Werth — 1; für x = «, « + $, « + 1 nimmt sie, wie man 
sofort sieht, den Werth O an. Es stimmt dies mit unseren Resultaten 
überein. Für y =« +4 und v = « -+ } erhält man eine bekannte 
Formel, nämlich die Leibnitz’sche Reihe 


x 1 1 1 
Ya u a 
Die abgeleitete Formel lässt eine Differentiation nach den einzelnen 
Gliedern nicht zu. 
Siz 
An zweiter Stelle betrachten wir 
f(z) =x —a füra<xr<u« +4 l; 
dann folgt für diese Mia die Entwickelung 


lim Sk — a) cos 2x (z — a)ad2. 


n=» 
sA 


Wir setzen hier z statt z — x ein und wenden die Formel für die 
partielle Integration an; da nun 


@+1—x 
> Bin T a (tn 
= © ann a—x 
a+i—z 
=: _ (inter 5, 
< = dur 


ist, S a das zweite Glied rechts den Werth O hat, während das 


e Beið sin 2x(« — x)m : 2xx wird, so ergiebt der olike Ausdruck, 
in unsre Sntwickelung eingetragen, wenn man x = Ô besonders nimmt 


und Ian die beiden zu x = -+ u und x = — u gehörigen Sum- 
mendik Bei a 
Se&&9« penea LF da > +È er a)n 
Ar also 

(1) el LE. (= < al) 

oder 


(2) x(2—) -pi u (W<v<i), 
1 


indem man 2 — «=» setzt. Diese Formel *lässt sich sehr leicht auch 


102 Siebente Vorlesung. 


ohne Zuhülfenahme der Fourier’schen Sätze ableiten; sie kommt schon 
bei Euler vor. Für v = 0 und v = 1 wird die Formel ungültig, denn 


man erhält links + rn und rechts 0; das stimmt aber mit unserer 
Regel über die Mittelwerthe überein [Formel (5) der vorigen Vor- 


lesung]. Für v= 1 erscheint wieder die Leibnitz’sche Reihe. 


A 
Auch hier ist eine Differentiation nach den einzelnen Gliedern 
nicht möglich. 


893. 


Wir wollen den Beweis für (2) noch einmal auf anderem Wege 
geben und die erhaltene Formel dann zu einer neuen Ableitung der 
Fourier’schen Reihe benutzen. 

Ist r eine reelle Zahl und |r |<1, dann gilt die Reihenentwickelung 


—rsin2vr 
1—r cos2vr 


log (1 — re? 7i) =- 5 log (1 — 2r cos 2vr + r”) + iarc tang 


par 
= — ——; 
x 


1 


aus der wir durch Trennung des Reellen vom Imaginären die Resultate 


> auki CRAS À log (1 — 2r cos2va + r”), 
(Ir|<1) 


tř sin Zuon r sin 20n 
— = are tang — pa 
% 1 — r cos2vn 


entnehmen. Wir können für O <v< 1 den in der fünften Vorlesung 
§ 13, (27) bewiesenen Satz anwenden, weil, wie wir früher sahen (Vor- 
lesung 4 $ 3), 


> te) 
1 


1 


convergente Reihen sind. Das liefert uns fürr=1 |vgl. Formel (2)] 


cos 2x® Dr: 
= M S — log (2sinvr), 
8) sin 2xvr sin 2v nn : 
4 —; = are tang z zgn — Arc tang (cotg va) 


% cos 20m 


=.) 


Um hieraus die Fourier’sche Entwickelung abzuleiten, setzen wir 
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tr . 
9,(v) = (2v — 1)x +2 ur CLR 


— 


wo der Accent bedeuten soll, dass bei der Summation der Werth x = 0 
auszunehmen ist. Durch Differentiation entsteht 


n 


n 
O,(v) = 2x + 21> cos 2xvr = 2x D cos xvr WERE). 


—n —n 


und die Definitionsgleichung liefert wegen (2) die Beziehungen 


lim ©, (v) = 0 (0<v<1), 
lim @„ (v) = —x (@=0). 


n= %0 


Aus der Formel der partiellen Integration 


(9(2)9, o= fro 9,(z)dx + [o@)@;@)da are), 


in welcher g(x) eine beliebige Function bedeutet, die wir nur unseren 
gewöhnlichen Bedingungen unterwerfen, folgt dann, wenn wir n ins 
Unendliche wachsen lassen, 


ð’ n 
zg(0) = lim 2x fy (> cos 2x2 -dg O< 0K 
=» ò 


ut ; } 


Setzen wir hierin z — x statt x und f(z) statt g(z — z), so erscheint 
die Formel (7) von S. 96 


A fŒ) = lim 5 Ir cos 2x(2 — a)ndg (0 <6' a 


n r 


§ 4. 
Nach dieser Digression gehen wir zu weiteren Beispielen über, 
und zwar wollen wir die Entwickelung von x’ unternehmen. Es ist 


n=% 


T 
x = lim > fer cos 2#2(2 — w)nde EN 
0 


Sondert man das Glied für x = 0 aus und integrirt die übrigen zweimal 
partiell, dann entsteht, wenn der Accent am Æ die gewöhnliche Be- 
deutung hat, 
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= (P) im Zen Zen) 


n=% n—n 


; cos 2u(2 — a)n 
im Dr anbi dg. 


n= 0 “S 
”o9 


Hier wird jedes Glied des letzten Summanden zu Null; der zweite und 
der dritte Summand vereinfachen sich, und es entsteht 


n 


n 
gq 1 a > sin 2nun Be cos 2u æ 
x = GTE lim + ia a 
en 


zn y?n’ 
n 
Rg 4 Sn De Be 

n= V n= 1 
weil nun aber der zweite Summand nach unserem vorigen Beispiele 
den Werth z — a besitzt, so ergiebt sich 

cos 24x 

(4) Sarg" (<a<l. 
Da die es auf der linken Seite für = 0 und für x= 1 den- 
selben Werth $ hat, so ist auch ihr arithmetisches Mittel 5, uni 


folglich gilt die Entwickelung noch an den Grenzen, d. h. es ist 


(5) z= Di = 


Der Ausdruck z? — x + 5 besitzt an den beiden Grenzen O und I 


gleiche Werthe, somit ist gliedweise Differentiation gestattet. In der 
That erhält man dabei eine im vorigen Beispiele als richtig erkaunte 
Gleichung. 


8 5. 


In den beiden letzten Beispielen haben wir die Werthe der Summen 


n K W 
rS Zuon Bi 2uvn 
E - (x7)? 


1 


bestimmt. Man könnte versuchen, die ähnlich gebildeten Summen 
= sin 2 uvr x cos 2xvr 
> (ET. ? = (um)?” 


durch successive Integration der ersten Formeln zu erlangen; doch 
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es sich dabei immer noch um den Werth einer Constanten, nämlich 
um den der Cosinus-Summen für v = O handeln, um die Bestimmung 
zu vollenden. Wir wollen deswegen anders verfahren. 

Wir benutzen die Formel (6) 8 4 der vorigen Vorlesung; diese giebt 


+n 4 
gerwni 25 lim > ermrrigew—r)anidgz 
DER —n 0 
+n 
2(w—x)zzi\1 
— im 3 armi(S ) We ul) 
en 2(w—x)mi)o 
— 
tr 2unri,—2rni 1 
= lim > eazumı ST 2 
n=% 2(w — u)ri 
und, da x eine ganze Zahl ist, 
Piki k ai error 
ee Le 
Tr we w— u) 


worin w auch complex, aber keine ganze Zahl sein darf. Folglich ist*) 


. 2 ni Ta 2zoni 
(6) Ini.e’® HART men t 
Er, Wr Er: 


€ 1 n =% w 


(0<v<1). 

Nehmen wir nach der Formel (5) der vorigen Vorlesung links den Mittel- 

werth für v = 0 und v == 1 und rechts v = 0 oder = 1, so ergiebt sich 
4. 

(7) x cotg wx = lim 


m w — x 
n= Ln 


Diese Formel liefert die bekannte Cotangens-Entwickelimg von 8. 68. 
Die Formel (6) können wir mannigfach umgestalten. So lässt sie 
sich durch Einführung von z = e°”: auf die Form 


+» 
x—w 


2mxi g 
(6*) r en re ee SD 


bringen, die dadureh interessant ist, dass die Summe rechts nur schein- 
bar von z abhängt. Statt (6) lässt sich auch schreiben: 
ne vi = er ~— uni 


sin wm w—x ? 
— 0 


trennen wir Reelles und Imaginäres, dann zerfällt die Gleichung in 
", Vgl. R. Lipschitz: Untersuchung einer aus vier Elementen gebildeten 
Reihe. Crelle’s J. f. d. r. u. a. Math. LIV, S. 320. 
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ig cos 2v(w — n)m 
n cotg wr > a ; 
(8) (0<v<1) 


kif sin 2v (w - am 
een 


Die erste dieser Formeln gilt auch noch für v = 0,1; sie führt dann 
nämlich auf (7) zurück. Die zweite Formel (8) ist eine Verallgemeinerung 
von (2), in welche sie für w = 0 übergeht. Man hat für w = 0: 


wW 

. sin wwr sin ron 

1 = lim eur I 9 Daer, 
w=0 1 


Der Formel (6) kann man noch eine andere Gestalt geben. Es 
folgte aus ihr (vgl. die letzte Formel auf S. 105) 


wW 
2xoni 
g?r—Iuni — sin wx Aa (0 <v<1) 


m w—ı% 
_» 


1 Se ; 
und daraus, wenn man v + „ statt v einträgt, weiter 


q 2xzon 
deori nwa N eye Per m 


m Aa a 
—o - 


Hier trennen wir nun wieder das Reelle vom Imaginären: 


on 
Se sin wm (— 1)”sin 2xvr 
sin 2vwn = —— re 


_ w — z 7 r 
2 ETE ae 
sin wm (— 1)” cos 24v 

m AEA ; 


cos 2vwr = 


— 0 


Der Gültigkeitsbereich der rechten Seiten von (9) hinsichtlich der Va- 
riablen v lässt sich folgendermassen erweitern. 

Bedeutet R(v) den absolut kleinsten Rest von v (mod. 1), d. b. 
die kleinere der beiden Differenzen 


v— [ve] und |v + 1ļ}—v, 
dann gilt ~ 
1 1 
"oz <A) <t 5, 


so lange v kein ungerades Vielfaches von a ist; diesen Fall wollen 


wir ausschliessen. Für jedes andere v wird daher 
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iz : 
sin 2R(v)wr = ur (C D gwo 


- w— y ( v kein ungerades 
(95) z \ 


Es 5 1 
: ; EN E Vielfaches von _ I 
cos 2R(v)Jwar = ne) _ 2 


w—ı% 


Die Formel (6) liefert endlich die Lösung einer Aufgabe, welche 
die zu Anfang des Paragraphen gestellte in sich schliesst. 


Setzen wir 
2xi du M+ o Be 
erTi 1 = W; F —- (2vmi) Ai U! ) ; U‘ ) Ar! 


Aa)! En er—w)zi s 
ER EST a el) 
(vr) „= 


dann erhält man durch (6) und seine Ableitungen noch w, deren Bil- 
dung durch gliedweise Differentiation erlaubt ist (vgl. Harnack, Elem. 
d. Diff.- u. Int.-Rechn. $ 129 8. 236): 
To = 8, 
—U = So F Sho 
U = So +29, +%, 


(— 1) UO = S FH uS, tt tt 
und hieraus ergiebt sich durch Auflösung nach den 8 


+2 4 

( 1)“ 8 (— 1)“ 4 u! er~” v) mi 
p= : Zi 

ya t! „uw — a)! +1 


= UO +17 + mU” + WU” ++ Um. 


Trennt man hierin das Reelle vom Imaginären, dann resultiren die 
Formeln für 


S cos 2v (w — r)m 23 sin 2v(w — x)n 
ei = sin -a)n 7 i 
2. (o =A ? 2. (w — x)” ( a Jy 


für jedes ganzzahlige positive n und für jedes beliebige, nur nicht 
ganzzahlige w. 


8 6. 


Wir können unsere Aufgabe vom Beginn des $ 5 auch durch die 
Einführung der Bernoulli’schen Zahlen lösen. Die Bernoulli’schen 
Zahlen B,, B,,... Ba, ... werden durch die Gleichung 
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2 2 a)i 
(10) >r =le cotg £ 
1 
definirt. Wir nehmen noch als Ergänzung eine Zahl 
g g 
(10*) B =— 1 
hinzu. 


Setzt man in (10) S statt v ein, dividirt dann durch x?, ersetzt 


x durch v- und wandelt die trigonometrische Function in eine Ex- 
ponential-Funetion um, dann erhält man zuerst 


S = ma e +1 1 
2e 1) pi MM nen) = 


und daraus mittels leichter Te die Gleichung 


(11) 1-5 +20 — Bapa nt, 


welche ebenfalls als Definitions-Gleichung benutzt werden kann. 
Aus (10) geht ferner noch 


: 2(22}—1— EN 
(12) 3 Er AS we Bi E- 


hervor. Denn statt der rechten Seite lässt sich schreiben: 


= 1 + (1 — z cotg 2) — 2 (1 — Ž cotg ay, 


und so kann man (12) aus (10) ableiten. — 
Wir wollen auch eine independente Darstellung für die B, geben. 
Dazu dient uns (7), welches wir in der Gestalt 


x cotg x = lim I 


n= 


= 1 + lim Den 


n= o 


sing x 


schreiben. Setzt man |x < x voraus, dann lässt sich die Summe nach 
Pötenzen von 5 entwickeln, und dies giebt 
1 — x cotg x = D PETE 
‚sel hl 


Gemäss der Gleichung (10) ergiebt sich demnach, wenn wir rechts 
die Summationsfolge verändern, 
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Sulz 
(h)! A n a ? 


und wenn man hierin die Coefficienten von x?” auf beiden Seiten ein- 


ander gleich setzt, 


(2h)! 1 
(13) B, -5a g1, p2h A EL 


x=l 


Hiernach können auch umgekehrt die Bernoulli’schen Zahlen 
zur Summation der Reihen 
an 
Èm 
3A 
z= * 


der reciproken geraden Potenzen aller ganzen Zahlen benutzt werden. 
Die Werthe der B, für die niedrigsten Indices sind: 


1 1 1 1 
B= 5? B= z) B Dez 
5 691 7 
B= TEETE aana i 


Jetzt bringen wir (6) in die Form 


Wa ai e@v—1)wri — > edorni _ P 
sin w m Ty 


2 a $ 
1 De ea ormi werr+mi 
ER „tw in w H 


und dies liefert, wenn man |w|<1 anuimmt, wodurch dann | w| <x wird, 


JzA TES ALA elr—Dwni -Y Y Zenny rer.) 


sin wr 
x=l n=l 


(lwl<1). 
Die rechte Seite wird hierbei 


>> cos oan D2 + 2i X sin Fe 2 ; 


x=l n=1 n=l 


Für die linke Seite benutzen wir (12) sowie die Entwickelung 


wi" (wri, 


e@r—Ywri En 
a! 


Dann erhält man 
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w no 
u, Co — 1} (writ (2?! — 1)(w x)?” B 
k! (2h)! 
1=0 k=0 
2n—1 
w? w 
= > cos 20ra D! ti S sin 2va $ er 
»—1 n=l x=l1 n=l 


die Trennung des Reellen vom Imaginären giebt die Resultate 
S cos cos 24v x Br _ ya 

— (mr u h)! @n — 2h)! hy 

(14) 7” sd (0<v<1) 


sin 2xvm EN da i T 
BI 3% an aim In Fe — Bi: 
Uebrigens ist eime jede dieser Gleichungen die unmittelbare Folge der 
anderen. Denn da die linken Seiten einzeln für v = O und v = 1 den- 
selben Werth liefern, so darf man die Gleichungen gliedweise differen- 

tiiren, und das führt von der einen auf die andere. 

Die rechten Seiten von (14) werden Bernoulli’sche Funetionen 
genannt. Dieselben sind jedoch nur für das Intervall (0...1) den 
linken Seiten gleich. Setzt man aber wieder rechts R(v) d.h. v — [v] 
bezw. [v + 1] — v statt v ein, so gelten die Formeln für jedes v. 

Für den Fall v = 1 ergiebt sich aus der ersten Formel (14) 


@w—ıaT!—)B @-—-VB 1 ` 1 1 
a a T O E a HS, 


und aus der zweiten 


_ @v—-)e!—1)B, 1 1 
ORLI =o) e T U 


Beides stimmt mit früheren Resultaten überein. 

Da die linken Seiten von (14) für v = O und v = 1 gleiche Werthe 
geben, so gelten diese Formeln auch noch für die Grenzen. Vergleicht 
man dies mit (13), so folgt eine Reeursionsformel für die B,, nämlich 


TR n 
gan—1, B, (ae u De er 


— —— —  Dy 


m Te Ehen A)! 


Sai 
Wir kommen jetzt zu einer ebenso wichtigen wie interessanten 
Anwendung des Fourier’schen Satzes, welche sich auf die Summations- 
formel (10) $ 5 Vorlesung 6 stützt. Für f(x) setzen wir 


alni 


en ERAS 


| 
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2, u sollen positive ganze Zahlen bedeuten, die zu einander relativ 
prim sind, und f(x) eine Function mit der Periode 2u, so dass 
fie + 2xu) = flo) 
für jedes ganzzahlige x ist. Aus dem letzten Umstande folgt 
Au?irni 


fue * =fOe, 


"A 
und somit kann man 


2u—1 aim 1 2u—1 _ini 1 _Auizi 
Dre =F eHO * g e # 
z=0 x=l 


setzen, und die angezogene Formel 110) $ 5 Vorlesung 6 liefert 


2u—1 "ini 22 ri 


Dre * —Im DEN al 


z—=0 s= 


falls wir eine ähnliche Umformung machen, wie dies bei der Formel (6) 
4 der vorigen Vorlesung geschehen ist. 

Die rechte Seite gestalten wir dadurch um, dass wir x = 2mA + h 
setzen und von dem Summationsbuchstaben h die Werthe 0, 1,..., 24—1 
sowie von m die Werthe 0, + 1, + 2, ... durchlaufen lassen, so weit 
die Grenzen + n, — n für x es gestatten. Dann entsteht rechts 


+N 2-1 24 i TA 
N ae h)zri 
lim > > Jo # dz, 
N=% m=—N h=0 


und wenn man in die er Glieder der über m erstreckten Summe 
2 = x — 2mu einführt und die Periodicität von f(z) bedenkt, 


EN Es 2m+1)u ini 


lim = Bi fe n ER: 


N=o m=—N h= 2mu 


Hier sind in dem Exponenten von e die Summanden weggelassen, 
welche ganze Vielfache von 2xi waren. Jetzt kann man die Sum- 
mation nach m ausführen und erhält 


5 PR 2u—1 ini 
Bed a 
(15) > a CH s= fe *. 
h=0 UV 
S8. 
Die eben gefundene Formel wollen wır auf die Summe < 
2u—1 mini i udn r 


(16) ale PR. 
; Lh 19 
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anwenden, in der 4 und u ganze positive oder negative Zahlen sein sollen. 
Diese Summe wollen wir als Gauss’sche Summe bezeichnen. Es ist 
klar, dass G seinen Werth nicht ändert, wenn man bei A und u gleich- 
zeitig die Vorzeichen ändert. Wie schon oben, so setzen wir auch 
hier 4 und u als relativ prim zu einander voraus. Es ist also aus- 
geschlossen, dass 4 und u gerade seien. Der Fall, dass 4 und u ungerade 
seien, hat kein Interesse; denn das zugehörige G wird dabei gleich 
Null. Es folgt dies aus 


RE ee A ee? _ tu ıni 
e t = (e u + e u ) 
x=0 x=0 
u—i Alwi Stani 
= (. u Ea (— 1ye u ) 
w—in 
— 0 (wenn 4- u = 1 (mod. 2)); 


oder = a De “ , (wenn å: u =Q (mod. 2)). 


Es bleibt also nur übrig, anzunehmen, dass eine der beiden Zahlen 
à oder u gerade, die andere ungerade ist. 

Ueber G leiten wir folgende Eigenschaften ab: 

A) Es ist für ganze Zahlen h, wie man sofort erkennt, 


Mi A TES 
(17) G (= +2hi) =G G5 ; 
B) Es ist, wenn n als zu u relativ prim vorausgesetzt wird, 
Amti hi 
(18) a(=) =e (+) 


Denn, wenn zuerst u als gerade angenommen wird, dann ist » auch 
zu 2u relativ prim, und folglich stimmen die Reste der beiden Reihen 
1,2,...2u—1 und n,2n,... (2u — 1)n (mod. 2u) 

und also auch die von 
1°, 2°,... (2u— 1% und n’, (2n¥,...((2u — 1)n)}? (mod. 2u) 
bis auf ihre Folge überein, damit ist dieser Fall des Satzes bewiesen. 
Wenn zweitens u als ungerade angenommen wird, dann betrachten 
wir die oben abgeleitete Form der Gauss’schen Summe 
u—l li 


3 


Nun sind die Reste der beiden Reihen 
1,2,...u —1 und 1n,2n,...(u — i)n (mod. u) 
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1?.21,2°.2,...(u—1)?-A und (1-n)?-1,(2-m)?-A,...((u— 1)n)?-A 
(mod. 2u) 


bis auf ihre Folge identisch. Da 4 eine gerade Zahl ist, so folgt hieraus 
der Beweis. 

C) Es ist für relative Primzahlen A, u, v 

1) [Ari (Ani 

(19) Te ir 
Denn bei der in der Definitionsgleichung (16) auftretenden Summation 
kann man «=ru + sv (mod. 2uv) setzen (r=0,1,...2v7—1;5=0, 
l,...24# — 1), wobei dann jeder Summand durch genau zwei Combi- 
nationen von r, s repräsentirt wird. So entsteht 


ini nr rzulni Zelai 


a u en 


und diese Gleichung ist bis auf den Factor 4 mit (19) identisch. 
D) Es wird, wenn s = ¢ (mod. u), u ungerade und A gerade ist, 
shi thi 
(20) G E) ag (>) 
Denn setzt man t= s + ou, wobei ọ eine ET Zahl ist, so entsteht 


2u— l „tłni 2u—1 "sin, 
e a 4 > e SRi 2 e” gini 
z=0 z=0 


Der letzte Exponent ist ein ganzes Vielfaches von 2ri, weil A gerade 

ist; also hat der zweite Factor unter der Summe den Werth 1, und 

so Fonitaht die Formel (20). 
E) Es ist 


e1) el) 


Denn die linke Seite wird zunächst: 


| 
= 


a a A eye 

Sage 

F n, E=0 h E=, 

Nun sieht may, dass man ohne Werthänderung rechts statt h + k und 

h — k einführen kann h + k — Zu bezw. k— k -+ 2u, sobald k -+ k 

> 2u oder h — k < 0 geworden ist. Für h — k = s erhält man dem- 

nach bei constantem s die 2u — 1 „Werthe von h + k, welche aus 
h=s+ta, k=u« («= 0, 1, ... 2u —s— 1) 
Bit a wann ee. 


Kronecker, Integrale. 8 
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entstehen; diese Werthe sind, falls s gerade ist: 0, 2,4, .... (2u — 2) 
jeder zweimal genommen, und falls s ungerade ist: 1,3, 5, .. . (2u — 1) 
jeder zweimal genommen. Führt man zuerst die Summation bei con- 
stantem s aus, so erhält man jedesmal eine geometrische Reihe mit der 
Summe 0, ausgenommen bei s = 0 und s = u. Hier wird, für gerades 
wie für ungerades u, jeder der 2 u Summanden == 1, und man bekommt 
4u für die Doppelsumme. " 


Ss 9. 
Wenden wir nun (15) auf unsere Function G an, so haben wir 
E= É zu setzen und müssen A und u positiv nehmen. Es entsteht 


eine Vereinfachung der Formel durch die Substitution 


= |VEl=»4- 
Man erhält dadurch 


Sa | — ı 21 umi 
fi E 1 TAE Sea 
a (i) Lfe #nidy B 3 > CAT l 


h=0 


wW 


- (VE (e EE) feran, 


=p 


und kann den Werth des Integrals durch besondere Werthe für 4 und 
u ermitteln. So wird für 4 = 2, u = 1 


ler) =, 


und das liefert, in die Gleichung eingetragen, 


-|VElasn free 


: —y ni l A at 7 z 
(22) Joru- ihe T 
Daraus entsteht, nebenbei bemerkt, 
' 1 i 1 
23 fos y r)d - ; Jsa 3a)dy = —— ' 
(23) & Yir)ay a’ a Te 


Unsere Formel nimmt gemäss (22) die Gestalt 


| . 
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=$ 
ee FIRE 
an. Verstehen wir nun unter der eingeklammerten Quadratwurzel aus 
einer complexen Grösse 

(Vre»i) 


den absoluten Werth von Yr multiplicirt mit demjenigen Werthe von 
ei, bei welchem — x <v <x ist, dann können wir kürzer 


(24) (VE) e ($) 


schreiben. „Dies ist das Reciprocitätsgesetz für die Gauss’schen Reihen.“ 
Bei der Ableitung hatten wir A und u als positiv vorausgesetzt. Das ist 
unwesentlich. Denn ist z. B. A negativ, dann setzen wir in (24) für 
A ein u, und für u ebenso (— A). Daraus entsteht, weil u und (— A) 
Jetzt positiv sind, gemäss (24) 


[ui 1 == 
a(t) -( —) a(z) 
oder in formaler Umwandlung 
a fkt Ai E u 
a (=) (=) - (3), 
und es kommt also auch bei negativem A die obige Formel heraus. Wir 
können statt (24) auch schreiben 


(24*) ale) Ve) = 6 F), 


wo ọ jeden rationalen, rein imaginären Werth A bedeuten darf. 


TEAG 


Aus (24*) und (18) folgt für jedes ganze, positive m, welches zu 
A relativ prim ist, 


Ve @ m? 1 - 
(£ )e(#) G (=) = a(ż) er (Ve) G(e); 
und wenn nun » zu u relativ prim ist, hieraus 
ki 


25 G 9 G 1 (%,) SATE 
(25) (en?) = OS T \m? m relativ prim zu 4 f` 


n ” " „u 


§ 10. 


Aus (18) und (20) entnimmt man, wenn a unterschiedslos alle 


quadratischen Reste, b oder b’ alle quadratischen Nichtreste der 
g* 
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ungeraden Primzahl u bedeuten, und wenn 24 statt der als gerade anzu- 
nehmenden Zahl A eingesetzt wird, und A positiv ist, 


je. 


(2) ebai y? 
a (==) = a (222) i 
Bildet man die Summe 
u—i 2u—l u—l Rini 
aha 1 m——s 
Del u Jen Di: ar 
Jsi 0 ki 


so erhält man bei der Summation nach 4 für constante k eine geo- 
metrische Reihe, deren Werth für k= 0 und u gleich u — 1, sonst 


aber stets gleich — | ist. Es wird sonach 
1 „(ah 
2hhi 


h=1 
Da u eine Primzahl ist, so kommen unter den (u — 1) Werthen von A 
gleichviele Reste a und Nichtreste b vor; also liefert die letzte Glei- 
chung in Verbindung mit (26) 


(27) ee) KERN cs PN: a 


Führt man das Legendre’sche Zeichen 


v 
(2) 
ein, welches den Werth + 1 oder — 1 hat, je nachdem v quadratischer 


Rest oder quadratischer Nichtrest für u ist, dann erhält man durch (27) 
die einfache Beziehung 


es ee) - (a). 
Aus ihr und aus (24) ergiebt sich ad 
eE) e E N E) 
-EIE 


uni 4uni Quni 


(29) a(i) =i (ete He? +e? )=14ë 


ist, und (2i) = 1 + i gesetzt werden kann, 


und also, weil 


nn T 
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2ii A nipi 
e= EN: 
(29*) = (4) (Vu); (wenn u = 1 mod. 4 ist) 
oder = — il ) (Yu) (wenn u = 3 mod. 4 ist). 


‚Hierdurch ist der Werth der Gauss’schen Reihe basita 
Setzt man jetzt in die Gleichung (19) — u, A, 2 für A, u, v ein, 
und versteht auch unter A eine ungerade Primzahl, so erhält man 


EET] 
dies verwandelt sich bei Kr. von (21), (29) und (29*) in 
ed en 140 
ei T K ‚dp, 


zur 
ER, 
j) i) (1 2. i”) 


-am S 


ataa +) 
- HN 


Vergleicht man damit (24) und benutzt (29), so kommt 


22i E g. 2 — A atiti“) 
Hee- va ke NZ -PET } 
We = a+) Ë“) A 
u (1+)(1+%) 

heraus. „Diese Gleichung liefert das Reeiprocitätsgesetz für quadratische 
„Reste bei zwei ungeraden Primzahlen A und u.“ Ist eine = 1 (mod. 4), 
so kommt rechts + 1, ist jede von beiden ._: 3 (mod. 4), so kommt 
rechts — 1 heraus; man kann also statt (30) auch schreiben, und erhält 
so die gewöhnliche Form des quadratischen Reciprocitätsgesetzes 


(30) 


1 u-i 


om een 


Sl 


In den vorhergehenden Untersuchungen wurde die Form der Gauss- 
schen Summe gegen die sonst gebräuchliche etwas geändert; die Her- 
leitung der Resultate wird dadurch einigermassen vereinfacht. Der 
Kernpunkt für die Betrachtung der Reihen und die gesammte Schwierig- 
keit lag in der Summiruung von 
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v—1 


2h’n < ARNIR 3 
cos 7 und P sn“, (p Primzahl) 


oder vereinigt, von 
p—1 2 ni 
8.033 
$ a 

aus welcher dann das quadratische Reciprocitätsgesetz leicht zu ent- 
nehmen war. Gauss hat wahrscheinlich schon in seinem siebzehnten 
Jahre den Werth der Reihen, abgesehen vom Vorzeichen gefunden, dessen 
Bestimmung ihm, wie aus der Abhandlung „Summatio quarumdam 
serierum singularium“ (Werke, Bd. II, S. 11) und aus einem Briefe an 
Sophie Germain hervorgeht, unsägliche Mühe machte. Nach sechs- 
jähriger andauernder Beschäftigung mit dem Gegenstande glückte ihm die 
Feststellung des Zeichens, und zwar, wie er in bewundernswerther Be- 
scheidenheit sagt, nur durch eine Art Eingebung. Ueber seinen Ge- 
dankengang hat er uns völlig im Dunkel gelassen, und in der That 
ist seine Beweisart auch noch heute ein Räthsel. Er hat gleichsam aus 
einer Projection die ganze Figur erhalten, indem er nämlich aus der 
specielleren eine allgemeinere Reihe errieth und diese dann als ein 
Sinus-Product darstellte. Bisher ist es übrigens noch nieht gelungen, 
eine Summe von Sinus, wie sie in der Reihe vorliegt, direet in en 
solches Product ümzuformen. Ausserdem ist es merkwürdig, dass 
Gauss, obwohl er nahe daran war, doch nicht darauf gekommen ist, 
die ihm bekämte ©-Reihe zur Berechnung seiner Summe zu benutzen. 

Dies hat erst Cauchy gethan, der im Liouville’schen Journale 
zwei Methoden zur Bestimmung des Zeichens der Gauss’schen Reihe 
angegeben hat. Die eine derselben ist auf Primzahlen beschränkt und 
hat nur den Werth einer Verification. Die andere hingegen geht sehr 
tief, indem sie eben die ®-Reihen verwendet. Die Jacobi’sche Reihe 

= g” = PY e7 ahipa 


lässt sich nämlich so umwandeln, dass unter dem Summenzeichen nur 


nn? 


noch e #+iv steht. Diese Reihe wird an der Grenze der Convergenz, 

bei q|= 1, wenn y ein rationaler Bruch =} ist, in bestimmter 

Weise unendlich, nämlich wie 7 für xv = 0. Maultiplicirt man daher 
x 


die Reihe mit Yz, so bleibt der Grenzwerth des Productes endlich und 
liefert eine Gauss’sche Reihe. Die Reciprocitätsgleichung der Gauss’- 
schen Reihen erscheint hierbei als Resultat der Grenzoperation bei der 
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Transformation der Jacobi’schen ©-Reihen. Da übrigens diese Trans- 
formation von Jacobi mittels derselben Methode hergeleitet wird, 
welche Dirichlet auf die Summation specieller Gauss’scher Reihen 
verwendet, so unterscheidet sich das Cauchy’sche Verfahren von dem 
Dirichlet’schen nur dadurch, dass bei jenem nach der Transformation 
zur Grenze übergegangen wird, bei diesem dagegen vorher. 

Ueberhaupt giebt es bisher für die Bestimmung des Werthes der 
Gauss’schen Reihe nur die Gauss’sche algebraische, die Dirichlet'sche 
und die beiden Cauchy’schen Methoden. Das Feld scheint also ziemlich 
unzugänglich zu sein*). 


*) Vgl. Monatsber. d. Berl. Akad. d. Wissensch. 1880, 29. Juli, S. 686 — 698 
und 28. October, 8. 854— 860. 
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Mechanische Quadratur mittels eines Polygons. — Benutzung einer parabolischen 
Curve. — Günstigste Wahl der Abscissen. — Jacobi’s Methode. — Hülfsformel 
für die Umwandlung mehrfacher Integrale. — Die Euler-Maclaurin’sche 
Summenformel. — Abschätzung des Restes. — Inductionsbeweis für die Summen- 
formel. — Maxima und Minima der Bernoulli’schen Functionen. 
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In der ersten Vorlesung ergab sich durch die Definition des Inte- 
grals als Grenze einer Summe zugleich eine Methode zur näherungs- 
weisen Berechnung von Integralen. Die Methoden, welche diesen Zweck 
verfolgen, pflegt man als die der „mechanischen Quadratur“ zu be- 
zeichnen. Man will damit einmal anzeigen, dass es sich um Qua- 
driren d. h. um das Berechnen eines Flächeninhaltes handelt, andrer- 
seits diese Methoden in einen, vielleicht etwas herabsetzenden Gegen- 
satz zur Theorie bringen. Gleichwohl eröffnet sich hier die Aussicht 
auf ein sehr interessantes Problem: „wie verwirklicht man die Aus- 
„rechnung am besten, d. h. möglichst sicher und möglichst schnell?“ 
Das Letztere ist durchaus nicht zu unterschätzen; die Schnelligkeit, mit 
der eine Methode zum Ziele führt, ist, wie es auch Gauss ansah, eine 
eminent theoretische Frage. 

Wir hatten für das Integral angenähert 


n—1 


b 

Jii =X Cmt mdf  (# I) 

a 0 f 
und die hierin liegende, sehr alte Methode ist trotz aller späteren Unter- 
suchungen noch immer die bequemste. Sie liefert um so genauere Re- 
sultate, je kleiner die Ausdehnung der Intervalle ist. Ihr Wesen be- 
steht darin, dass man statt der Curve y == f(x) eine gebrochene Linie 
nimmt, deren einzelne Theile abwechselnd der X- und der Y-Axe 
parallel laufen. 


82. 
Der erste weitere Schritt beruht darauf, dass man die gebrochene 
Linie durch eine Curve y = /,(#) ersetzt, welche sich der durch die 


nn. AT A 
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Gleichung y = f(x) gegebenen Curve möglichst anschmiegt und dabei 
eine genaue Quadratur zulässt. Dies heisst analytisch: „!f(x) — f(z) 
„soll innerhalb des Integrationsbereiches möglichst klein werden, und 


fi eye 


„soll eine genaue Integration gestatten.“ 

Wir wählen f(x) als ganze Function (n — 1) Grades, und also 
y==/,(x) als parabolische Curve und schreiben vor, dass in v willkürlichen 
Punkten mit den Abseissen &,, &, ... Ë, beide Cuven y = f(x) und 
y = f (x) sich schneiden, so dass also in ihnen 


O=) Ah Mh) C=, 2n) 
sein soll. Mit Hülfe der Lagrange’schen Interpolationsformel lässt 
sich eine ganze Function (n — 1)" Grades finden, welche diese letzte 
Bedingung erfüllt. Bezeichnen wir 

P(x) = (x — $) @ — 5)... — bnr), 


so brauchen wir nur die Summe 


f(é,) P(x) 
f(2) Sn DEE 


zu bilden, um unsere Forderung befriedigt zu sehen. Jetzt ist f(x) zu 
integrjiren. Zu diesem Zwecke denken wir uns P(x) nach Potenzen 
von x entwickelt: 


Pl) = o t ar t or tt mM, 


dann folgt 


Pa) ZOS RE) _ Ga HM T A a 
s— é, ah = —E, -2 Der '& 


u=lı=0 


nr 


-9 r- Èe Cy4rden 


r=1 


und dann ergiebt die Integration 


Dot... 4+-. +48. 


r=i 
Bezeichnen wir jetzt der Kürze halber 


ee E E 
A EEE TE A ' 


so ist 


0) Joie- Ir Dre). 
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Hier ist nun die innere Summe 


(2 2"0,(&)), 


von der Natur der gegebenen Function f(x) völlig unabhängig; der Aus- 
druck hängt allein von der Wahl der &, und von den Grenzen a, b ab. 
Er kaun also ein- für allemal im Voraus berechnet werden, und diese 
Rechnung wird noch schematischer, wenn wir insbesondere a = 0, b = 1 
setzen. Dass in dieser Annahme keine Beschränkung liegt, zeigt die 
Substitution 
U (b — a)y, 

in Folge deren y von O bis 1 geht, während x sich von a bis b ändert. 
Unter der Voraussetzung dieser besonderen Grenzen haben wir 


Jiois= ler br = cn) aE CAN. eh +e cn)» 
ô 1 y 


Frl He Fa 


Wählen wir nun auch für die ë, specielle Werthe, z. B. solche in 
gleichen Abständen von einander, so lässt sich die angenäherte Inte- 


gration möglichst concentrirt durchführen. 
< 


Für n= 3 und £ = 0, ț = $, f = 1 ergiebt sich > 


In@as= 470 +3 r(4) +4 r@. 


Weiter findet man für n = 4 ud 5=0, 5, = - Me = : el 


fror- rO +37) +37) + 4r@ 


u. s. f 


Newton hat diese Methode bereits benutzt, und Roger Cotes 
hat in seiner „Harmonia mensurarum; de methodo differentiali Newto- 
niana; 1722“ die Coefficienten bis auf n= 11 angegeben. Man findet sie 
bis n = 10 in Gauss’ Abhandlung „Methodus nova integralium valores 
per approximationem inveniendi; § 4“ abgedruckt. 

Eine andere sehr übersichtliche und bequeme Form für f (x) können 
wir einer Newton’schen Interpolationsformel (Principia; Buch II, 
Lemma V) entnehmen*): 


*) Vgl. auch Jacobi: „Ueber die Darstellung einer Rejhe gegebener Werthe 
durch eine gebrochene rationale Function‘; Werke III, 8/492. 
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n= He t] 


| r f@) An Te 
D Heer enter 


EL) fn) Se , 
+(&—8)...(& Ez) Feen Ye te, =R (En — -&,_) 
Man beweist diese Formel leicht, indem man den Ansatz 


ie here) rn he 
Eas EN ur: (E15) ) % 79 Er —E, 
@-8.)a Eat 
+% Ei Ea Y\E,_ı— Ba) 


(8, C E, ) 
a (a) 5 bin 
35 u EEE e 


macht, wobei die c sich durch die Methode der strengen Induction 
sämmtlich = | ergeben; dann nimmt man « = 1, 2,... und formt 
dadurch die Lagrange’sche Interpolationsformel um. 

In der neuen Gestalt lässt f (x) gleichfalls eine bequeme Inte- 
gration zu. Ihr Hauptvorzug besteht darin, dass die Ẹ allmählich in 
die Summanden eintreten. 


83. 


Wir haben die &, aequidistant von einander genommen. Es fragt 
sich aber, ob man nicht durch eine andere Wahl dieser Abscissen 
die Genauigkeit der Annäherung vergrössern könne. Gauss hat diese 
Frage im Jahre 1815 in der Abhandlung: „Methodus nova integralium 
valores per approximationem inveniendi“ (Werke Bd. 1I, 163—196) 
beantwortet; er bestimmt mit Hülfe der nach ihm benannten Reihe 
die Functionen, welche bei der Integration dem f(x) am vortheil- 
haftesten substituirt werden. 

Wir hatten, wenn wir die Grenzen des Integrals wieder allgemein 
lassen, die Formel (1) 


Jii- D 2o0W =) 


oder, wenn wir die innere Summe durch y, bezeichnen, kürzer 


Es sollen jetzt die y, vorläufig ganz unbestimmt sein, und wir wollen 
versuchen, sie so fest zu legen, dass die Summe sich dem Integrale 
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J n dx 


möglichst genau anschmiegt. Hierbei wollen wir voraussetzen, dass 
auch y = f(x) eine parabolische Curve und also f(x) eine ganze Function 
von der Form 
f(z) = w tar +H att- 

sei. Ist f(x) von nicht höherem als dem (n — 1)" Grade, dann stimmt 
bei jeder Wahl der & die Function f(x) mit f(x) überein, und die obige 
Summe wird dem Integrale gleich. Möglicherweise findet genaue Ueber- 
einstimmung der Summe und des Integrals aber auch noch statt, wenn 
der Grad von f(x) ein höherer ist, falls nur die & passend gewählt 
sind. Es müsste dabei also 


J fads = X 2, Wr — at) 


h=0,1,... 


-5 Yaf (En) -5 Yz > u 


r=0,1,... 
sein; wenn dies bei geschickter Wahl der & für jede Function f(x) statt- 
haben soll, dann müssen die Coeffiecienten von «, im zweiten und im 
vierten Ausdrucke einander gleich sein, d. h, für jeden vorkommenden 
Werth von 4 muss die Gleichung gelten: 


x 1 t t 5 
(3) Zre-ch Br k=0,1,2,...). 


z=l 
Hierbei sind die y und die Unbekannte; ihre Zahl ist 2n; also dürfen 
wir dem % der Reihe nach die Werthe 0, 1, ... (2n — 1) geben, 
und wir sehen, dass für jede Function, deren Grad höchstens (2m — 1) 
ist, unsere Forderung erfüllt werden kann. Bezeichnen wir mit 
(4) e e e e E 
die Gleichung, welcher die n unbekannten Grössen &, als Wurzeln ge- 
nügen, so folgt, wenn man in (3) die «t° Gleichung mit c,, die (« + 1)" 
mit c, ...., die («+ n) mit c, multiplieirt, die Producte addirt, und 
dabei der Kürze wegen 


= i (b+ — ar), 
setzt, unter Berücksichtigung von (4) die Gleichungsreihe 

G aeoea RN ee ea a 1): 
Aus (4) und (5) fliesst dann die Bestimmung der c und die Gleichung 
für die & selbst. Es ergiebt sich für sie die Determinanten-Form 


Günstigste Wahl der Abseissen. — Jacobi's Methode. 125 


ı 5 AM 
$o 6 & ... En 

(6) é, ee O0 
a en +1 ... nz 


Dies ist also das Eliminationsresultat der y aus (3). Damit die Me- 
thode anwendbar sei, muss offenbar (6) n reelle Wurzeln besitzen, 
und alle diese müssen zwischen a und b liegen. Wir dürfen eine 
kleine Vereinfachung dadurch eintreten lassen, dass wir, wie oben, 
a = 0, b= 1 und also 
1 
RT 

setzen. Trotzdem macht der Nachweis, dass die beiden Forderungen 
erfüllt seien, einige Schwierigkeiten. Man könnte hier den Sturm’- 
schen Satz anwenden, wie dies zuerst Joachimsthal (Bemerkungen 
über den Sturm’schen Satz; Crelle’s Journ. f. d. r. u.a. M. XXXXVIU 
S. 386) gezeigt hat. Wir wollen das aber nicht thun, sondern den 


Weg einschlagen, den Jacobi im ersten Bande des Crelle’schen 
Journals (Werke VI, S. 1—11) angegeben hat. 


S 4. 


Es mögen wieder &,, &,, ...&. die unbekannten Abseissen sein; 
dann setzt Jacobi 


(E — ED (E — £) „(E — En) =a +H aE H gE soi e ” = PẸ) 
und bildet durch Division von f(x) durch P(x) 


(1) fæ) = Q) Pl@) + g2). 

Hierbei darf, wie oben festgestellt wurde, f(x) bis zum Grade (2n — 1) 
aufsteigen, g(x) dagegen soll als Rest der Division höchstens vom Grade 
(n — 1) sein. Damit nun für jedes f(x) 


(8) J E — f Ae n 


werde, muss für jedes Q(x) das Integral 


4 ee Bo 


sein; diese Bedingung kann man in » andere, nämlich in 


= 
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è 
(8%) Jr Poas = 0 ee e 


zerlegen, und man erkennt, dass, wenn diese n Bedingungen für ein 
bestimmtes P(x) erfüllt sind, die Gleichung (8) für alle f(x) und g(x) 
gilt, welehe durch eine Gleichung (7) mit einander verbunden sind. 
Aus der letzten Gleichungsreihe (8*) ist also P(x) zu bestimmen. 

Zu diesem Zwecke leiten wir eine Hülfsformel über bestimmte 
Integrale her. Wir stellen uns die Aufgabe, das (n + 1)-fache Integral 


Jaj dæ | dz.. ‚Sr@)az, 
0 0 0 0 


welches wir in kürzerer, übersichtlicher Bezeichnung 
z(n-+1) 
froder 


schreiben, durch einfache Integrale auszudrücken. Wir wollen dabei 
successive verfahren und betrachten zuerst das Doppelintegral 


Setzen wir hier für den Augenblick 


Snoaz = Fo), 


so folgt die Lösung unserer Aufgabe im Falle n = 1 durch partielle 
Integration: 


2 (2) 


Jrow-=f Tade = eFON — J TF (@)de 


— v ffæ)dz — f| zf(x)dx. 


Setzen wir ferner zur Behandlung der Aufgabe bei n = 2 


Jo Ha)dz = F(x), 


0 


dann folgt durch partielle Integration und mit Hülfe des eben erhalte- 
nen Resultates 


PO E O 
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206) 
$ f(zjda = -f Fla)de= (e Fæ) — J: zF'(s)dz 
= ifa de Ai a sda Kaya 
o 0 0 0 
Bu SE: vl 3 ger. 
= (a? | fKa)de — x | afla)de) — (3 2? | fædre —z | afla)da 
o o 0 v 


=z (a J JEN — 2s f ER: ar J ziada) . 


Ebenso ergiebt sich weiter 
z9) 


J fa)da* 


= 5 (eJ dde — 32: (afto)az + se freaz elode, 


und durch Induction lässt sich allgemein die Richtigkeit der Formel 
g(n+1) 


mfn wda tig frois- n e farois + na” fr "f(x)dx 


0) ? 
+ farf@)da 


darthun. Wandelt man auf der rechten Seite von (9) den Integrations- 
buchstaben z in # um, dann kann man die Factoren vor den Integral- 
zeichen hinter diese setzen und erhält 

an+) 


(10) "j f(e)dart! - froe — "da. 


Löst man umgekehrt die Gl esn (9) für n = 0, 1, 2, ... nach . 
den Integralen auf der rechten Seite auf, so folgt 
za ) x(2) 28) 


Jeroe- g” ee a= frode POART, f(a)da' 


(0) z8 - z+ 
— 3! he +... Hn! f fadat. 
0 0 
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S5. 


Diese Formeln lassen sich jetzt auf unser Integral 
Sr Paaz = 0 no... Me, 


anwenden. Wir setzen zunächst 
z=a+(b— nm), Pa)=f(e), 


wodurch die Grenzen wieder in O und 1 übergehen, zerlegen das trans- 
formirte Integral in einzelne Theile von der Form 


est. J F f(e)dz 


und wandeln jeden derselben mit Hülfe von (9%) um. Dann gehen 
wir von Z auf g zurück und erkennen, dass unsere Bedingungen am 
Beginn des Paragraphen sich folgendermassen umformen lassen. 

Wir bezeichnen das n-fache Integral, welches mit Hülfe der noch 
unbekannten Function P(x) gebildet ist, durch 

z(a) 
J Pajda” = IKa) 
und seine Ableitungen nach x der Reihe nach durch 
I), Bm), „ea: 
dann werden unsere Forderungen die Gestalt 
MW, 09, MOIN, 0 


annehmen. Diese Gleichungen lassen sich jetzt ausserordentlich leicht 
zur Bestimmung von M(x) benutzen. 
Setzen wir zunächst 


I(x) = [(£ — a(x — b)Y V(x), 
wo r eine unbestimmte, positive ganze Zahl und V(x) eine beliebige 
Function von & ist, welche für x = a und x = b nicht unendlich gross 
wird, so sieht man, dass sich für jedes ọ <r 
(nwx) = 0 
ergiebt. Wir werden daher ọ = n annehmen. Ferner soll P(x) d. h. 


die n Ableitung von JI (x) vom Grade n sein; wir werden daher V(x) 
gleich einer Constanten setzen und haben damit 


Jacobi’s Methode. 129 


(11) Pla = C £ [(@ — a)(x — b)J" 

dæ 
als eine Function, welche die gestellten Ansprüche befriedigt. Wir 
zeigen nun, dass es bis auf Functionen mit verändertem C keine anderen 
derselben Eigenschaften giebt. Wäre dies doch der Fall, und wäre 
Q(x) eine zweite solche Function n" Grades, so hätte man 


b 
fr Pod =0 und Jea = 0 (h=0,1,2,...2—1), 


also 
f Hax t-e + 0-12" PE) — yRa))de = 0, 


wo in der letzten Gleichung die «, 8, y beliebige Constanten bedeuten. 
ß und y kann man so wählen, dass in f P — y Q das Glied höchster Dimen- 
sion wegfällt; und die « dann so, dass der erste Factor unter dem 
Integrale dem zweiten gleich wird, der ja jetzt nur bis zum Gliede 
x"! aufsteigt. Das würde 


JOPA — reis =o 


ergeben; und diese Gleichung ist, da das Vorzeichen des Integranden 
niemals wechselt, nur dann möglich, wenn fP = yQ ist. So folgt, 
dass (11) die einzige Lösung der Aufgabe liefert. Es stimmt also P(E) 
bis auf einen constanten Factor mit der linken Seite der Determinanten- 
Gleichung (6) überein. 

Bei unserer neuen Form kann der Nachweis, dass P(x) = 0 genau 
n reelle, zwischen a und b liegende Wurzeln hat, sofort geliefert werden. 
TI(x) = 0 ist vom Grade 27, hat n Wurzeln gleich « und ebenso viele 
gleich b. Die erste Ableitung I1'(x), vom Grade (2% — 1), gleich 
Null gesetzt, hat (n — 1) Wurzeln gleich a und ebenso viele gleich b. 
Weil aber II zwischen « und b ein Maximum oder ein Minimum haben 
muss, so verschwindet JI' zwischen diesen Grenzen mindestens einmal 
und wegen der Ordnung von M'(x)= 0 auch nur einmal. Dies ge- 
schehe in c’. Die zweite Ableitung II”(x) vom Grade (2n — 2) hat, 
gleich Null gesetzt, (n — 2) Wurzeln gleich a und ebenso viele gleich b. 
Weil aber IZ’ bei a, c', b verschwindet, so hat es zwischen a, c’ und 
zwischen c’, b je ein Maximum oder ein Minimum; somit hat I” (æ) = 0 
in jedem von beiden Intervallen je eine Wurzel und wegen der Ord- 


nung von I!” auch nur eine. Diese seien c” und d”. Für die dritte 
Kronecker, Integrale. 9 
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Ableitung findet man «a, b als (n — 3)fache Wurzeln und ausserdem 
noch drei, für die »‘ Ableitung genau v zwischenliegende Wurzeln. 
Nimmt man in (11) 
1 
ee m+ imt.. 2m? 


so wird, wenn & = 0) und b= 1 gesetzt wird, 


A a DD aD De 
P) =x +21 1) h! CINCI E E O S E E ; 
Die so erlangte Function P(x) stimmt mit der aus der Determinanten- 
Entwickelung hervorgehenden bis auf einen constanten Factor überein. 
Die Wurzeln von P=0 sind die für die Integration günstigsten 
Abscissen. 


8 6. 

Wir wollen uns jetzt mit einer zweiten Formel beschäftigen. Auch 
diese kann, unserer bisherigen Auffassung gemäss so gedeutet werden, 
dass sie ein Integral durch eine Summe von Functionalwerthen aus- 
drückt; man kann sie aber auch umgekehrt als Summenformel auf- 
fassen, der Art, dass eine Summe von Functionalwerthen in ein Integral 
umgewandelt erscheint. 

Aus den leicht ersichtlichen Umformungen 


z(n—1) x 


aln) 
Jee + ë)da” = [ar foe az 


2R—1) 2(n—1) 
-/ fr®(c+ E)dar—! fie- Y(E)dar-! 
v 0 
za—1) 


= ffe» + Hart — fen) En 


x(n—2) 
m% 2 


eN Pia; Jejda? — fe-2 (8) a op 
0 n 


(Be 


folgt der Taylor’sche Satz in der Form 


z(n) 


fa+ 9 -O-A OS e+ Hier. 


Das rechts stehende Restglied kann man nach $ 4, (10) in 
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ua AUF n)(» 
(m= 1! f (g F &)dz 

0 
umgestalten. In die so zubereitete Reihe setzen wir f®(g) statt f(x) 
ein, ersetzen n durch (n — Ah), multiplieiren mit cx" und summiren 


über A von 0 bis n — 2. Dam entsteht 


Un—2 
. r RS 
J S ar NT fOe + Bar 
n—2 n—2 n—h—1 


- Zara + I pn). 


h=0 “=1 


In der Doppelsumme durchläuft -+ x die Werthereihe 1,2,...2— 1; 
führt man demnach å =h + x als Summationsbuchstaben ein und 
ändert die Summationsfolge, so sieht man, dass 4 von 1 bs n — 1 
geht, und dass h sich von O bis A — 1 ändert. Dadurch wird die obige 


Doppelsumme zu 
n—1 A—1 


= Èa m 6). 


a= hS 
Aus ihr nehmen wir das Glied mit 4 = 1, k == O heraus, setzen in 
ihm die willkürliche Constante c, = 1 und bestimmen die übrigen Con- 
stanten c so, dass die Coefficienten von f”(&), f” (Ẹ), ... verschwinden. 
Zu diesem Zwecke müssen wir die c durch die Gleichungen 
4—1 


Ch AcE On: 
a ama 
PA a= 1 


festleven. Für die e ist der Quotient 
er x 
e—1 


nach Borchardt die erzeugende Function; wenn wir nämlich 


le Pie BB 


č — 
entwickeln, so folgt 


t = (po H y2 + r t: JFET) 
ad m = 1), 


und daraus ergiebt sich, dass die y mit den c übereinstimmen. 
Die e sind also durch die aus der Gleichung 
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12 = F 

(12) Zen 

fliessenden Beziehungen bestimmt. Derselben Entwickelung begegneten 
wir bereits in der siebenten Vorlesung $ 6, Formel (11); wir entnehmen 
von dort als Resultat 


1 B B 
y=1, Eee ea) gez & = 0, er Ty U 
(12%) 
C. —() PL Pan a Baprı 0 
Bu U ln — Gun)!’ Cute = + au Fi U ) 


Die Einführung der so bestimmten Coeffieienten air dann 


n—2 T n—2 


+ TO 2 IT r feH Ede 
( 


A z n2 


S Eere + ¿dz 


NE) +f 5 Cr ee PE L f(g + 8)dz. 


In diese Gleichung Rn wir &+kx für & und damn in das Integral 
der linken Seite g — kæ für z ein, so dass seine Grenzen kx und (k + 1)& 
werden. Summirt man nun nach k von O bis (r — 1), so resultirt 


rxz n—2 
> ef trdlz + E)dz 
o o 


r—1 
n —h— 


=D rE tat f >, zT S poet tt to)as. 


h= 0 
Hierin schreiben wir unter dem Integrale links wieder # statt z +- & 
und ersetzen f'(x) durch f(x). Ferner möge zur Abkürzung 
} 20 Bl, Be) 
rg + =n, r= 7 
genommen werden, wodurch also x als aliquoter Theil von 7 — & auf- 
gefasst wird, dar eine ganze Zahl ist. Dadurch geht die Gleichung in 


d n—2 


J2 D afede 


Y h —on—h—1 i s 
= > MO) +S 5 Cn er De + 2)dz 
.=$5 


h=0 


a ee u 
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über. In ihr ist das erste und letzte Summenzeichen rechts durch 


” 


È IOI HEHA) HIE HAH HEHE Da) 


zu definiren. Zur Abkürzung setzen wir ferner noch 


n—1 
u”? 
qs = 
P, (u) 2e Ch won 
(13) 
et. BEE RN B, uw" Er nr $ 
2%, 2m —i)! 2! m — 2)! 4! nm — N)! 4.03 


dann nimmt unsere Formel die Gestalt 


Nn—2 


PEO 
h=0 
-9 D pro + + 2)ds 


Z =$ 


(14) 


DAG + fomi (E 


an. Auf der linken Seite behält man jetzt nur das erste Glied der Summe 
zurück und bringt ihre anderen Glieder auf die rechte Seite Dann führt 
man bei ihnen die Integration aus, ändert ferner n — 1 in n und im 
letzten Integrale rechts z in x(1 — v) um, wodurch v die Grenzen 1 
und 0 bekommt und dz in — xdv übergeht; so erhält man 


n=l 


Ji A eF Dro- D artr-0 ra 


k=l 


a5) a 7 
+J PtHP, OPA fln + x — zu)dv. 
0 q=: 


Die Bedeutung der Formeln (14) und (15) erkennt man aus Folgendem: 


& 


Denkt man sich x durch ı= — ersetzt, dann giebt die linke Seite von 


(15) die Differenz aus einem Integral und seiner, im Anfange dieser 
Vorlesung besprochenen Näherungssumme. Die rechte Seite von (15) 
zeigt also den hierbei begangenen Fehler an. 

Die historisch ursprüngliche Bedeutung der Formel war eine andere. 
C. Maclaurin hat (14) in seinem „Treatise on fluxions“ Buch I, Cap. IV 
$ 828 als Näherungssumme bei der Summirung von Reihen aufgestellt; 
doch fehlte dabei das Integral, welches rechts in (14) als Restglied 
auftritt. Aber erst dieses ermöglicht, wie Jacobi in seiner Abhand- 
lung „de usu legitimo formulae summatoriae Maclaurinianae“ hervor- 
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hebt, da es in Gestalt eines bestimmten Integrals auftritt, m vielen 
Fällen die Abschätzung der Grösse des Fehlers. 

Uebrigens hat Herr G. Eneström gefunden, dass Euler der erste 
war, der diese, gewöhnlich C. Maclaurin zugeschriebene Formel ver- 
öffentlicht hat. Wir könnten daher (14) und (15) als Euler-Mac- 
laurin’sche Formeln bezeichnen. (Vgl. $6 der folgenden Vorlesung.) 


81. 


Um der Frage nach dem Fehler näher zu treten, betrachten wir 
zunächst die Function #,(v), also den Theil unter dem Restintegral, der 
von der Natur der Function f(x) unabhängig ist. Wir stellen auch 
für sie die erzeugende Function auf: 


æ w n—1 
eo” d Ti > C, a 
> P, (v)u = > e wE T 5 s n~ 
n=l = PES = k=l 
uv e’—1 
= Sr er =u— i 
IV k=l ee 


Aus dieser Entwickelung kann man, wie Jacobi es auch that, die W 
ganz einfach herleiten. 
Wir setzen behufs weiterer Einsicht 


u = 2wni 
und erhalten durch die Formeln aus Vorlesung 7, § 5, (6) und § 6, (10) 
© 9 B zouwri 
= P, (v) (2wri) = — DR 5 + 2wri == 
1 e — 1 
l £ e” vri 
= wri — wy cotg wr + w lim Be 


ı=n'_y 
E3 æ 
i ) B, N 
= Ww T1 — 1 abe (an)! (2wr)’* 4 w F 
1 


w === 
—_.o 


Hierfür ist aber, gemäss den Bedingungen, die dort aufgestellt wurden, 
unter v eine reelle Grösse zu verstehen, für welche 

QLS 
ist: wenn wir dann weiter noch 

Jw <1 
voraussetzen, aus der letzten Summe den zu x = 0 gehörigen Summanden 
Z herausheben und ferner -z — nach Potenzen von w entwickeln, 


dann folgt 
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= e” ni 
2 W, (v) (2wri) = wri +o s; wm)?’ D Dr: m : 
m=1 z=— o% ° 
Der Accent an der letzten Summe soll bedeuten, dass x = O von der 
Summation auszuschliessen ist. Die Doppelsumme wandeln wir der Art 
um, dass wir je zwei ihrer Terme, den für + x und den für — x 
zusammenziehen; dadurch geht sie in 


no ao 
2 COSZAVT om 2 sin 2nvr An 
Fr am w y% P2 mL w 


m=l z=1 n=1 x=1 


über. Jetzt vergleichen wir die Coeffiecienten gleicher Potenzen von w 
rechts und links; das ergiebt 


Pan — Herr? a ar >“ ie 


(2 2 un)? 
< 2 sin 2 m2 Ai 
3 A pe 2 2uvn 
(16) Pompi) (— 1) H = > (2an)? "t1 
p AS 1 d z sin 2avn 
0) e 


1 
Die Functionen W, stehen also in innigstem Zusammenhange mit den 
Bernoulli ’schen Functionen. 
Die letzte Formel stimmt mit der in Vorlesung 4, $ 4, II ab- 
geleiteten überein, da ja W, (v) = v ist. 
Aus der Definitionsgleichung (13) 


n—1 ER: 
—ı 
wP, (u) = PR 
p EON 
9 


fliesst, dass Wzm(0) = O ist; demnach liefert die erste der Formeln (16) 


Bu S 2 
(17) (2m)! => 2m ? 
(2m)! - (2x x) m 


und also wird die erste Formel (16) selbst hierdurch: 


Po m (w)(— 1yr+1 >“ 2 (cos Zav n — nun — 1) ; 


Amt 


Mu Dee 


N (Anz) 


(16*) 


Aus dieser letzten Gestaltung ergiebt sich, dass W,,(v) zwischen v = 0 
und v == 1 sein Zeichen nicht wechselt hd für jedes gerade m stets ø 
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positiv, für jedes ungerade m stets negativ bleibt. Das wird uns ge- 

statten, über die Grösse des Restintegrals eine Abschätzung zu gewinnen. 
Zuvor wollen wir aber die erhaltenen Resultate für einen directen 

Induetionsbeweis der Euler-Maelaurin’schen Formel verwenden. 


88. 


Wir führen zunächst eine neue Function oder vielmehr eine neue 
Bezeichnung für die bereits benutzten Bernoulli’schen Funetionen mit 
geradem Index ein (vgl. S. 110): 


n 
2 2 
Canl) = (— 1)” a: A (m= ily Ay aoao 
s= 


Für sie ist nach (13) auf 5. 109 und nach (12*) auf S. 132 
CnC) = Calo), 


Ba 
Cn(0) Zu E 1)" (2m)! ia 
und nach (16) auf S. 135 
(18) Pnp (w) = Ca (0) ap Ca (v) . 


Jetzt setzt man in (15) 2m für n ein und benutzt (18). Dann nimmt 
man aus der ersten Summe rechts das dem A = 1 entsprechende Glied 


+ ta (fn) — fE) 
heraus, vereinigt dies mit der Summe links, so dass dieselbe nunmehr zu 
OFEEFEE OS DT rE rz) 


wird und benutzt für die neue Summe die Bezeichnung 8. Man zieht 
ferner aus dem letzten Integrale das mit C,(0) multiplieirte Glied 


n 
Drama, + x — zv)dv 
d 


u=; 


1 
Ca (0) f an+ 
0 


= — On (yon I (fer—2 (2) > any (2 ak £)) 


a o CUT a l a C) uU fe HENEN) 
zur vorhergehenden Summe. Dann wird wegen Comp1=0, Com = — Cn(C )) 


‚ro e S Fl) => O, (O)? (rd (m) — fe» (£)) 
(15%) 


smE 


1 7 
u mH O, ODA RA En £ — zv)dv - 


0 2=5 
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Die Summenformel in der so umgewandelten Gestalt wollen wir durch 
Induction verificiren. 
Wir greifen ein Glied des Restintegrals heraus und schreiben es 


1 ' 
[error +2 — v). 


Wir wenden darauf die partielle Integration an; das giebt 


(nt, Ho)fen(e, + e — ao) 


a 
3 zent f Ongi (o) fOn+D (2 + x — zv)dv 5 


Weil Campı(v) eine Summe ist, deren Glieder sin 2xvx enthalten, so 
verschwindet es für v=0 und v—=1. Also bleibt nur der zweite 
Summand zurück, und auf ilm wenden wir wieder die partielle Inte- 
gration an. Diese liefert 


(— ant let + zo) 


1 
nt Et + a — wo)do. 
0 


Summirt man nun, so nimmt die Summe der Integrale die Form des 
letzten Gliedes in (15*) an, nur dass m durch (m + 1) ersetzt ist. Die 
Summe über die erste Klammer redueirt sich dadurch, dass C,„+ı(1) 
= Cna (0) ist, auf 
— antt O, (0) [F+ — FeO + 2) 
+ FEREDE A a) ent + — 19a) — entre) 
= O O E E 
wirft man dies in die Summe rechts in (15*), so tritt nur (m + 1) an 
die Stelle von m. Die rechte Seite von (15*) ändert sich also nicht, 
wenn man m durch (m + 1) ersetzt. Ist demnach die Formel für m = 1 
richtig, so gilt sie überhaupt. 
Bei m = 1 hat man für die rechte Seite von (15*) den Werth 


Nam) FE) — J z C, 092 f le + x — av)dv. 


Nun ist nach Vorlesung 7,'84, (4) 


y = 2 2x 

Aen er AAA OS 
1 

C (0) = — FL; 
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durch Integration ergiebt sich ferner die Gleichung 


Seo F+ s da = Er) — rO. 
a 2% $ 


Somit geht für m = 1 die rechte Seite von (15*) in das Integral 


fd VD ra TETI 
= 9 RE — >, f (o + £ — zv)dv 


über, und dies ist identisch mit 


— plee) 2 Fate), 


è HA > 
+ + far — 1) > fm +8 — av)dv. 


Hier verschwindet der erste Summand, und nochmalige partielle Inte- 
gration ergiebt für die zweiten Summanden die Form 


A (2v — DY fe, +r— 20), + fe I ratsam: s 


Dadurch ist unmittelbar als Resultat für die rechte Seite 


-HOHEHAHE [Node 


zu erkennen, und dies stimmt mit der linken Seite von (15%) überein. 
Die Formel ist somit verificirt. 


Sa 
Wir kommen jetzt zu der in $ 6 aufgeworfenen Frage nach der 
Fehlerabschätzung des Restgliedes in der Euler-Maclaurin’schen 
Formel. 
Zunächst erinnern wir an die in der vierten Vorlesung abgeleiteten 
Mittelwerthsätze: 


f y < a’ 
r 


(19) EOLO =o(b) fra: | b(z)> 0 
2 2 oder y(x) < 0 


` 
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x’ & x’ 
eo Ss@r@d—ga) v@dct+ oe) [vode 


(x, <E<®, g(x) steigt nur oder fällt nur); 


Ša 


x’ r 2z4+1 
s 3 / 5 2x SS 2x I£ 27-42 
(21) T KIONOXz => g en y (x)da a A 


(p(x) steigt nur oder fällt nur in jedem Intervalle (&,... &r+3))- 


Schreiben wir jetzt den Rest der Euler-Maclaurin’schen Reihe 
in der Form, wie er sich mittels (18) für n = 2m aus (15*) ergiebt: 


k; 7 
— | PMH On ( v) = Ci (0)) fe. dv, 
/ > 


so können wir (19) anwenden und wollen dabei 
v (v) = Ca (v) — Cn (0) 


setzen. Das ist erlaubt, denn aus der Definition der Cn folgt, dass 
C,(v)— Cm(V) im Bereiche (0...1) das Vorzeichen nicht ändert. Be- 
zeichnen wir einmal einen Mittelwerth durch vorgesetztes M, so entsteht 


n z 
— gm+1 u| X ren] | (Ca (v) — On(O))dv . 
RE 


Schreibt man für O,(v) noch Cu+1(0), so lässt sich wirklich integriren, 
und weil C,+1(0) = Ou+ı(1) = O ist, erhält man 


n 
Cn (0)? +1 M 3 rem] i 


Hiernach lautet die gesammte Formel: 


J ads E E E T a] 


(22) 2m—1 ” 
= = are) — fe? (q)] — c manta D fenda +3‘) 
i=l Se 
Very). 


„So haben wir eine erste Form des Restes; bei ihr ist über f(x) 
„gar keine Voraussetzung gemacht.“ 


Zu ee 
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Um zu einer zweiten Form zu kommen, machen wir die Voraus- 
7 . . . . . 
setzung, dass If@”) im Integrationsgebiete niemals das Zeichen 
wechselt; dann können wir wieder (19) anwenden und jetzt 


7 x 
wo) =D ea +e), pl) = Cal) 


z2=È 


setzen. Dabei legen wir die Form (15*)' 
a 
‚Stade — fO HEH D +: +10 2) + Mn] 


=D COED) — FD” 


i=L 


1 n 
RAR: mH Op OPA fee -L gz — zv)dv 


0 %=$ 


zu Grunde. Hier entsteht für das letzte Glied durch den Mittelwerthsatz 


Lt vl vl 
x 1 
a Cno) f ge m+ 1 > fem .dv= + Calo’), >” a (2, -- g—r v), 
to =$ o=& 
0 


DL, Ca (fe m— 2( n) ee el) 
0<v<1), 


und die gesammte Formel lautet mit der zweiten Form des Restes 


Jide — atf +EH + +12) + ro) 


(22*) m 


=> Ch (O)[f@* 9 (m) ET haar N ie 
h=1 
= CONEA ED) iS Fan) (Er 
OREA. 


Diese Formel ist trotz der einschränkenden Voraussetzung besonders 
bequem, weil das Restglied kleiner ist als das letzte Glied der Summe 
rechts, so dass man eine überaus leichte Abschätzung des Fehlers hat. 
Sollte die Voraussetzung über f(x) nicht erfüllt sein, so könnte man 
das Integrationsintervall in einzelne Theile zerlegen, für die unsere 
Voraussetzung gilt, und dann die Summe der Reste betrachten. Das 
hier eingeschlagene Verfahren rührt von Poisson her. 
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§ 10. 


Um zu weiteren Restausdrücken zu gelangen, behalten wir die Vor- 
aussetzung bei, dass If?” (z, +x— zgr) im Integrationsintervalle ent- 
weder nie steigt oder nie fällt. Dann können wir den Mittelwerthsatz 
(20) anwenden und dabei 


po) -> fee, + © — zo) 


25 


setzen. Den umzuformenden Rest entnehmen wir aus (15*) in der Gestalt 


1 7 
— | r+ On ODA FENG -+ æ — zv)de 
È 
0 


Z =$ 


und finden für ihn, wem 0O <v <1 ist, 


7 y vo Gi J 
amt D felat a) | Ca(o)do— arnt D? fama) food. 
0 vo 


S Ss 


Die Integration kann man wegen (,,(v) = C„+1(0) wieder durchführen. 
Da Cn+ı(0) = On+ı(l) = 0 ist, erhält man 


at na) D eme + 2) ren) 
= — rnt Onpa (Vle) — Fer E)). 


Hiernach lautet die gesammte Formel 
Jide OHE Haa) ra 


ee) =È Garn) — f) 


A= 1 
| an RE) — FE), 
wobei 


2 sin 240m 


Can (vo) = (— 12-2 (Auen O<wg!) 
z=l i 


bedeutet. „So haben wir eine dritte Form des Restes erlangt.“ 


g 11. 


Um zu einer vierten Restform zu gelangen, wollen wir unsere 
Voraussetzungen etwas erweitern. Es möge die Summe unter dem 
Integrale zwischen O und v, beständig wachsen und zwischen v, und 1 
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beständig abnehmen, oder umgekehrt. Dann könnten wir (21) ver- 
wenden. 
Eleganter werden unsere Resultate, wenn wir auf den Rest 
1 


. " 
-J amti (Op (0) hii, O S fe m). dv 


v 
zurückgreifen, (21) anwenden und dabei Cm(v)-— Ca(0) statt g(r) 
nehmen. Hierzu ist es nöthig, zu untersuchen, wie oft dies p(v) aus 
dem Wachsen ins Abnehmen übergeht, oder umgekehrt; und das hängt 
davon ab, wie viele Maxima oder Minima C(v) zwischen 0 und 1 besitzt. 
Da C,„(0) = C„(1) von Null verschieden ist, und da C„(v) für 
jedes v zwischen O und 1 einen kleineren absoluten Betrag hat als 
C„(0), so besitzt Cm(v) innerhalb 
\ A (0...1) eine ungerade Anzahl 
0 7 von Maximis oder Minimis, etwa 
Canl w0 2u +1. Dann kann C,,(v) inner- 
halb dieser Grenzen höchstens 


EET A 2u + 2 mal verschwinden. Das- 
selbe findet für Cm-p1(0) = Cn (v) 


G, eW A A A 
SS statt. Folglich hat Cm-+ı(v) inner- 


0 „ halb dieser Grenzen höchstens 
Mr ~ 2u 4+ 2 Maxima oder Minima. 
Yan ,[V/=0 | Nun ist Ca+1(0) == Cai C) = 0, 


Di 


da C„+1(v) eine Sinusreihe ohne 


5 constantes Glied ist. Daher ver- 
FE x% 7 schwindet O,+1(0) zwischen 0 und 
Cn (v70 1 höchstens 2u -+1 mal. Cm+:ı(0) 
hat also innerhalb dieser Grenzen 
Gene v20 höchstens 2u + 1 Maxima oder Mi- 
0 g e k : 
FL nima, d. h. höchstens so viele, als 
5 C„(v) ebendaselbst besass. Von 
$ Cn(v) gilt dasselbe hinsichtlich 
0 T 12.0220), L 8. im: 
Ee Weil O (0) =— p0 +40 — r 
pia nur eim einziges Maximum besitzt, 
H « nämlich für v = 4, so hat also auch 
0 z 


7 (C,(v) für jedes m höchstens ein Maxi- 
mum oder ein Minimum. In der That 
tritt bei jedem Cn(v) für v = 4 ein 

Maximum oder ein Minimum ein; denn für dieses Argument ist C,() 

= Calo) = Cn—ı (v) von Null verschieden, während O,(4) = © wird. 


Canet fvj=0 
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Aus den Formeln zu Anfang von § 8 ersieht man, dass für ein gerades 
m bei v=4 ein Minimum, dagegen für ein ungerades m bei v = 4 ein 
Maximum entsteht. 

Die Cn sind im Wesentlichen nichts als die Bernoulli’schen 
Funetionen mit geradem Index; für die mit ungeradem Index, bezw. 
für die C,,(v) treten ähnliche Verhältnisse auf, welche durch ähnliche 
Schlüsse zu begründen sind. 

Unseren Resultaten ul wird nun der Rest, weil Ü,(1)=(,.(0) ist, 


PEN mH (On (0) RA 0, of Iren B dv 
u 5 

— a?”t!(0,($) — ROY] = fen - dv 

— PAH (On C) — CaO) Iren. ai 


zin 
= — m+ (Cn ($) — cn (0) f Dre -di 


O AE A 


Die Differenz in der Klammer lässt sich noch umformen, und das Integral 
kam man auswerthen. Zunächst ist 


1 m b 2 1- < m S 4 . 
C zu (0) > On Q= u (= 1) = A er } >, 1) @@x+1) r jem , 
P=] a % m 


statt die Summation über alle ungeraden Zahlen (2x + 1), führen wir 
sie über sämmtliche ganzen Zahlen aus und subtrahiren die über alle 
geraden Zahlen erstreckte Summe: 


5 4 rt. 9 
é TE = (— m O- __9—2m 
St haa um)? (4a m)" A ( 1) 2 (2 un) (2 (a P )) 


x=l 


2(1 — 2-2") 0, rke 
= ( =. ) ‚(0) A (— 1)" — (m)! Ge, Br . 
Ferner ist 


9” 7 F, 

v 

genta f > femdv Zr aal >, MIN + £ — a), 
u, 205 


Hiernach lautet die gesammte Formel mit der vierten Restform: 


144 Achte Vorlesung. 


Sroae - e1@ +16 +9 + Hal 


2m—1 


(23) = D qa e OTE 


k=l 


7 y 
alla?" ne kA ik w 
zo- (— I ( (2m)! ) Brrr ( Ki D(eg+e—so)).,, 


295 


oder auch nach der Umwandlung auf S. 136 


Sroaz er HEH + Ha + U) 


m—1 


eI) = D LH) — -Ea 
h=1 
1) " 
2 — o7 2m i v 
+ (— Ioja igpe A (m)! 72 By (Irma = 0 2»), E 
Hier hat die letzte Klammer im Reste die Bedeutung der Gesammt- 
schwankung für die Summe der linken Seite von (23), wenn in ihr 
einmal für & gesetzt wird &+ (1 — v’) und einmal Ẹ + x=(1 — v”). 
Dabei ist 1 — v' > 4 und 1 — v” <4, d. h. v' <4 und v” >}. 
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Schema der partiellen Integration. — Anwendungen. — Allgemeine Summen- 
formel. — Andere Gestaltungen derselben. — Euler-Maclaurin’sche oder 
Poisson’sche Formel. — Willkürlichkeit in der allgemeinen Formel. — Ver- 


bindung zwischen der Poisson’schen und der Dirichlet’schen Formel. 


81. 

Im Laufe der letzten Vorlesung haben wir Gelegenheit gefunden, 
die Euler-Maclaurin’sche Summenformel durch partielle Integration 
zu verifieiren. Es leuchtet ein, dass es auch möglich sein muss, auf 
diesem Wege eine naturgemässe Ableitung der Formel herzustellen. 
Das soll im Folgenden durch eine, bei der Anwendung der partiellen 
Integration nützliche Formel geschehen, welche uns gleichzeitig tiefere 
Einsicht in das Wesen der Summenformel gewähren wird. 

Wenn f(x) und g(x) eindeutige Functionen der reellen Variabeln 
x, und wenn f®(x), g®(x) ihre A“ Ableitungen bedeuten, so ist 


fæ) : g"—®(— £) — fA-N(g) -ge —*+D(— &) 


_ AP a), 
dæ 


Nimmt man hierin 4 = 1, 2,...n und summirt, so resultirt die Diffe- 
rentialformel 


(1) fo(@)g(— 2) — fa)gm(— x) => HR IE D) 


kesi 


und aus ihr, unter Voraussetzung derjenigen Eigenschaften für f(x) 
und g(x) und die auftretenden Ableitungen, welche für die Möglichkeit 
der Integrationen erforderlich sind, die Integralformel 


JOO Das — rose — Das 
@) ee 0 
=Y furora), 


h=1 x 


durch welche die verschiedenen Anwendungen der partiellen Integration 
Kronecker, Integrale. 10 
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schematisirt werden. Rechts führen wir die Integration nicht aus, weil 
wir sonst die beschränkende Voraussetzung der Stetigkeit von f(x) und 
g(x) machen müssten. 


§ 2. 
Die Formel (2) geht unmittelbar in die Taylor’sche über, wenn 
man die Integrationsvariable z an Stelle von x nimmt und dann 


F=f), FO — Fa) froin s= CH" 


setzt. Denn alsdann wird 


J TAO — z)de = 1 f (æ — 2)" Eet (2)de, 


To 


— fto 2)de = — F(x) + F(s), 


und wenn f*-»(z) in dem Intervalle (z)... x) stetig ist, 


Jarro- =e- oga a ER, 


so dass in der That die Taylor’sche Formel 


F(a) = Fhe) +5 Ba F% (x) + 1 J TAA 2)" F©+D(z)dz 
1 To 


mit hinzugefügtem Restgliede resultirt. 


83. 
Wenn die f"-V(z)g"-%(— x) stetig sind, und jedes für z, und 
x, denselben Werth hat, dann wird die rechte Seite in (2) gleich Null, 
und es folgt 


SP Dar - fO az. 
Nimmt man also z. B. 


sa) = (£ + 2) + z)”, 


so entsteht 


JPO ((£ — s) (£ — 2,))" dx = fræ Tezwe TM da; 
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der Werth des Integrals auf der rechten Seite wird demnach für irgend 
welche ganzen Functionen (n — 1)'® Grades f(x) zu Null. Dies ist aber 
jene Eigenschaft, welche wir im $ 5 der vorigen Vorlesung zum Zwecke 
der mechanischen Quadratur benutzten, und die von Jacobi auf eine 
Formel für die Darstellung von /uvdx basirt wird, welche von der 
Gleichung (2) nur formal verschieden ist und aus ihr hervorgeht, wenn 
u = f(x) und vg" (— z) gesetzt wird. 


8 4. 


Wir nehmen in der Formel (2) für f(x) eine Function, welche 
nebst ihren Ableitungen f'(x), f (æ), ...f"=»(x) in dem ganzen Inter- 
valle von x, bis x, endlich und stetig ist, für g(x) aber eine solche, 
deren (n — 1)" Ableitung an einzelnen, durch die Werthe 

en, ayeee Bri (a e a ES S a 
bezeichneten Stellen des Intervalls (x,...x,) unstetig, dabei jedoch 
durchweg endlich ist, wodurch dann offenbar die Functionen g (x), 9'(&), 
...g®=2(x) als endlich und stetig festgesetzt werden. Dadurch ver- 
wandelt sich die Gleichung (2) in eine ganz allgemeine Summen- 
formel, und hierin besteht wohl die merkwürdigste Anwendung, welche 
man von jener Integralformel (2) machen kann. 

Unter der angegebenen Voraussetzung wird nämlich das erste, 
dem Werthe k = 1 entsprechende Integral auf der rechten Seite von (2) 


Jose) 


gleich der Summe 


r—i 


— fa) 2) + È fle) lim [ee — m) — ge em] 
k=1 =0 
+ fæ)" z), 


und diese wird daher gemäss der Integralformel (2) durch den Ausdruck 


JEO az f Dar + 2 an, 
To Zo hmg 


dargestellt, wenn die Function g'*-"(—x) innerhalb jedes einzelnen Inter- 
valles (£... 2441), in welchem sie stetig ist, zugleich Ableitungen 
g™(— x) mit endlichen Werthen besitzt. 
Diese Bedingungen für die Function g"—-D(z) sind sehr gering. 
Man kann irgend welche r stetigen, differentiirbaren Funetionen 
10* 
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98), palz), --- Pr(2) 
annehmen und alsdann die Function g"=»(x) durch die Bedingung 
Hd — a) la) für m _ı  <aU<H (ER 
d. h. also dadurch definiren, dass sie in jedem der r Intervalle 
en AKR E A (k= 1,20...) 
mit der bezüglichen Function g(x) übereinstimmen soll. 
Es ist dann auch 


— g™®(— x) = p(x) für m ı <L < Dy Ve) 
zu setzen, wobei (x) die erste Ableitung von g(x) bedeutet; die 
Funectionen g"=®(x), g(s), ... g(x) sind durch die Gleichung 


x 
(8) Jr ode = ga) 
un 
zu bestimmen, wenn man darin der Reihe nchh=n—1,n—2, 
... 1l und die unteren Grenzen 4,1, %—2, ... U, ganz beliebig annimmt. 
Da nun bei den angegebenen Bestimmungen 


lim ed (e® — m) = pef), lim ged(— è — zi) = pi (21) 
e=0 ° e=0 


&=1, 2,...r) 
wird, so erhält man die ganz allgemeine Summenformel 


r r ck an 
er (ar) lpr) — Pr+ 1 (8) => 1 f@)yi(a)de + J fO @)g(—a)dx 
HD enger n) — ra), 
in welcher = 


9 PolTo) = 0, Pr+1(&r) = 
zu setzen ist. 


Diese sehr allgemeine Formel kann dazu dienen, um die mit ge- 
wissen Differenzen multiplieirten Functionswerthe f (æ), f(&,), - - - f(&r) 
zu summiren. Will man die Functionswerthe selbst summiren, so hat 
man nur die p, so zu wählen, dass 

la) — Pryl) =1 = 0 1...) 
ist. Wie man sieht, bleibt dabei noch eine grosse Willkürlichkeit für 
p(x) zurück, und es kann daher bei unveränderter linker Seite die 
rechte Seite in (4) von mannigfacher Gestalt sein (vgl. § 7). 

Die Integralsumme auf der rechten Seite ist im Grunde nur ein 
einziges Integral, da man z. B. in den meisten Fällen anstatt der ver- 


Allgemeine Summenformel. 149 


schiedenen g;(x) eine einzige Fourier’sche Reihe einführen kann. Ist 
nun ein solches Integral vorgelegt, so erlaubt die Gleichung (4) seine 
näherungsweise Auswerthung mittels einer Summe von Functions- 
werthen f(x), zweitens einer Summe, in der die Ableitungen von f(x) 
auftreten, und endlich dem Restintegrale 


JOD »az. 


So erfüllt also die Formel (4) einen doppelten Zweck. 


$ 5. 
Um die Differenzen p(z) — 9++1(%,) sämmtlich einander gleich 
zu machen, wählen wir eine Function y(x) mit denselben Eigenschaften, 
die wir für g*=D(— x) als erforderlich aufgestellt hatten, und setzen 


va fv@d ga). 


Dann besitzt 9*—=D(— x) natürlich alle Eigenschaften, um in eine 
Fourier’sche Reihe entwickelt zu werden, und man erhält diese etwa 
in der auf S. 95 angegebenen Form 


g"=d(— x) => a, cos (2x2 + v, + 4)a ORETTE 
1 
Hier ist nicht von x = 0 an, sondern nur von x = 1 an summirt; für 
x = () erhält man nämlich nach §. 92 als das constante Glied: 


1 1 1 1 
Je D(— x)da =f y(£)dx -J da | p(y)dy =0. 
0 0 0 0 
Von »(a) wollen wir noch voraussetzen, dass y (0) = »(1) ist, so dass 


also auch 

lim g«=D(— 1 + ð’) + lim 9" (— 6°) 
d=0 d=0 

wird. 


Die Entwickelung in die Fourier’sche Reihe gilt nur für das 
Intervall O<z<1. Wir wollen aber umgekehrt jetzt jene Entwickelung 
als Definition für g"=D(— x) im Gebiete von y = 0 bs z =r an- 
sehen, wobei r irgend eine positive, ganze Zahl bedeutet. Wir brauchen 
jedoch im Folgenden nur die Werthe von g"=-»(— x) für 


x = lim (x + 6°) (a==10,1,2,. 0). 
ð=0 
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Auf diese Weise erreichen wir es, dass die Differenzen 
pa() — 94100) = lim ge=d(öt — x) — lim ge=n(— d — 4) 
=0 ĝ=0 
C=O 2, 8827) 
unabhängig von x gleiche Werthe annehmen, nämlich stets 
lim g”=Ð(— 1 + ð) — lim g" =D (— 6°). 
o=0 


N) 
Wir führen weiter eine Function g*-2(x) durch 


d g“ P(g) has 
PUN g‘ D (æ) 
oder durch 


ge=a(— a) — 9-20) = — [de adz 
0 


ein, für welche sich dann sofort 

ge 1) — g"—=»(0) = 0; 

lim g"=2(— 1 + ô’) — lim 9" -9(— 69) = 0 

ý = 0 ð=0 
ergiebt. Denkt man sich nun g”=2(— x) in eine Fourier’sche Reihe 
entwickelt, dann reicht die letzte Eigenschaft aus, um die gliedweise 


Differentiation zu gestatten. Bisher ist aber g”—®(æ) nur bis auf eine 
Constante bestimmt; diese wählen wir jetzt so, dass wieder 


1 
Je- syde = 0 
0 


wird. Demnach fällt bei der Fourier’schen Entwickelung das con- 
stante Glied fort, und wegen der bereits bekannten Entwickelung von 
g*=»d(— x) ergiebt sich, da gliedweise Differentiation möglich ist, 


’ Š a, 2 
gerad (— &) => Qan)? COS (2 “X + Vy + Eie 
1 
In gleicher Weise führen wir eine Function g°—® (æ) durch 


dg”? (x) a 
l L 2 — ged (a) 


ein, der wir noch die Bedingung auferlegen können, dass 


1 
Je-»- x)de = 
0 


sein soll. Dann ergiebt sich auf gleiche Art wie soeben 


> Ay g 3 
ge (— x) => Gar) S (2x2 +%+ a 7 
u 


De N N 
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und ebenso allgemein: 


h 


ge-n(— z) I cos (2x0 + vx + t) x (k= 1,2,... n). 


Dagegen ist für g”(— x) eine Ableitung durch Differentiation der 
Fourier’schen Reihe nicht möglich, weil der Annahme nach 


In at Ina ame 9) 0 
o=0 0) 


ist (vgl. S. 98). Hier hat man zu definiren: 


dg" Pd 
Re, 
wo nun aber die Function g”=}(— x) selbst zu differentiiren ist, nicht 
aber die sie darstellende Fourier’sche Reihe gliedweise differentiirt 
werden kann. Den Voraussetzungen nach besteht ein Differentialquotient 
von g*=»(x). Die g®(x) sind jetzt für alle reellen Werthe von x 
definirt. 

Setzt man diese Functionen g®(— x) in die Integralformel (2) 
ein, nimmt man ferner für f(x) eine, nebst ihren ersten (n — 1) Ab- 
leitungen stetige Function, und für die Grenzen Null und die ganze 
Zahl r, so geht das erste Glied der rechten Seite in 


r—1 


2 f(k) im D'a m cos (2n + e Ho + +4)r 


+0) Im I zn cos (2h(k — è) + or + 4) m 


über. Hier kann offenbar in den inneren Summen k getilgt werden, 
so dass der Limes gemeinsamer Factor aller Summanden wird; dadurch 
erhalten wir die Form 


ref 


2 lim Die — sin 2hs’r cosv,n PO 


e=0 }= 


+0 TO) lim D e cosak — 3) 


Die folgenden Glieder der rechten Seite liefern einfach, da die g”—» 
für h> 1 stetig sind, und da g*="(r) = g”—»(0) wird, 


Dep pe RE cos s (v +4) m. 


h=2 
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Zu dieser Summe ziehen wir endlich noch das letzte obige Glied, so 
dass dies 


Den) — fa» 0) lim Sn in eos 


à=1 


h 
2k — u — ue x 


Dadurch geht (2) in die A T Summenformel über 


ergiebt. 
— 2 lim > sin 2ke’n cos va Fa Yih 
(© Zi Hd) — OÒ z))de 


cos (2 ke? v h)a 
k 9)": 


+S pro) — f”—»(0)) TPE n)! 
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8 6. 


Wir specialisiren nun die erhaltene Formel auf zwei Arten. 


Nimmt man in (6) 


n=2m, = —2, 


u = 0, 


so wird 
an 


g(— x) =(— bjp a cos 2kan, 


ee, ao de, 
1 


(ee, UN 


im I m) cos (2k — v — #)z=0 
E 


oder = (— 1)? ora 
(h = 2, 4, ... 2m), 


(b= D, N 


n 


B—-1); 


1 
en 
oder 2 


— 2 im Dae 5% - sin 2km : cos vyn = 1. 


=, 


Die beiden letzten Resultate folgen aus dem für g"-»(— x). Jetzt 
geht die allgemeine Summenformel in folgende specielle über 
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OHIO ee D 
© = fioa 


+3 (fer-2 (0) — u (12 Méi Ir op 2cos2kor q 


| (2km)?* ka jim 4 


diese Formel wird meist als die Euler’sche, es auch wohl als die 
Stirling’sche Summenformel bezeichnet. Es findet sich jedoch bei 
Keinem von Beiden eine Spur von dem Restgliede, wenngleich freilich 
Euler angegeben hat, wann die Reihe der Ableitungen convergirt. 
Reihen, wie die obige, die zwar nicht convergent sind, jedoch ein 
Restglied besitzen, welches bei jeder Auswerthung der Summe für 
irgend einen Werth von x den gemachten Fehler zu bestimmen er- 
möglicht, segeln unter dem unglücklich gewählten Namen „semiconver- 
genter Reihen“. 

Nach Euler ruhten die Untersuchungen über diese Reihe, bis 
ihre Theorie wieder von Poisson in seiner am 11. Deebr. 1826 in der 
Pariser Akademie gelesenen Abhandlung: „Sur le caleul numerique des 
Integrales définies“ entwickelt worden ist. Sie findet sich bei ihm 
genau in der obigen Gestalt und in allen wesentlichen Punkten richtig 
abgeleitet. Er hat die Formel also zuerst gegeben; denn ohne Rest- 
glied ist es keine Formel. Wir können sie deshalb als Poisson’sche 
Formel bezeichnen. Mit Unrecht hat Jacobi geringschätzig von der 
Poisson’schen Abhandlung gesprochen, als er sie am Schlusse seines 
Aufsatzes: „De usu legitimo formulae Maelaurianae“ (Crelle’s J. XID) 
in wenigen Zeilen erwähnte und von ihr sagte, die Frage sei dort in 
ganz anderer Weise behandelt. Das ist unzutreffend; denn im Grunde 
hatte der Poisson’sche Aufsatz die Jacobi’schen Untersuchungen 
überflüssig gemacht. Der Hauptunterschied liegt, abgesehen von der 
eleganteren Deduction Jacobi’s darin, dass er die Bernoulli’schen 
Funetionen statt der Summen 


= cos kr 
(2 ka)?" 
einführt, wodurch dann das Restintegral der Formel (7) in eine Summe 


von r Restintegralen j -= J +»: auseinander gebrochen wird. Wahr- 
0 1 


scheinlich hatte Jacobi ohne Kenntniss der Poisson’schen Arbeit die 
Jahrhunderte alte Frage selbständig und gründlich gelöst und erfuhr 
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erst während des Druckes seiner Arbeit durch Crelle von jenem Auf- 
satze; dies veranlasste ihn dann wohl zu jenem etwas ungerechten 
Schlusssatze. 

Auch Dirichlet liebte, mancher Ungenauigkeiten wegen, die Art 
und Weise der Poisson’schen Deduction wenig. Aber diese Ungenauig- 
keiten sind auf das Hauptresultat ohne Einfluss und lassen sich übrigens 
auch mit geringer Mühe beseitigen. 

Das Wesentliche der in der vorigen Vorlesung abgeleiteten Summen- 
formel ist in (7) enthalten. 


Se 
Es ist hervorzuheben, dass die Verallgemeinerung der Poisson’- 
schen Summenformel, welche in der Gleichung (6) gegeben ist, nicht 
etwa eine bloss formale, sondern vielmehr eine wichtige sachliche Be- 
deutung hat. Soll nämlich, wie in jener Poisson’schen Formel (7), 
eine Summe 


ODE 


durch einen Ausdruck mit dem Haupttheile 


fi Al) da 


dargestellt werden, so enthält diese Aufgabe insofern eine wesentliche 
Unbestimmtheit, als bei der Summe 4f(0) + f(1) + - - - nur die Werthe 


der Function f(x) für —=0,1,...r, bei dem Integrale | f(x)dx aber 
die Werthe für alle Argumente zwischen z = 0 und z =r in An- 


wendung kommen. 
Diesem Umstande, welcher offenbar bei jener Frage der Darstellung 
von Summen 


De) En 


eine besondere Beachtung verdient, wird in der allgemeinen Summen- 
formel (6) bis zu einem gewissen Grade dadurch Rechnung getragen, 
dass in dem Haupttheile des Ausdrucks auf der rechten Seite 


JED az 


die Function f(x) mit einer Function g®(— x) multiplieirt ist, welche 
in dem ersten Intervalle von z = 0 bis z= 1 ganz willkürlich an- 
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genommen werden kann, deren übrige Werthe aber alsdann durch die 
Periodieitätsgleichung 

g (— z) = g" — z — 1) 
zu bestimmen sind. 

Um die hier betonte Willkürlichkeit der Function g®™(— x) ge- 
nauer darzulegen, sei daran erinnert, dass «den Entwickelungen in § 5 
irgend eine für alle Werthe von z == 0 bis x = 1 endliche, stetige 
und differentiirbare, der Ungleichheitsbedingung #(0)+Y(1) genügende 
Function y(x) zu Grunde gelegt, und dass dann 


vo) f vade = Kr a), 


Rd _ 
Pe) — dg ea £) 
gesetzt worden ist. Geht man nun von irgend einer endlichen, integrir- 
baren Function g®(— x) aus, deren Wahl einzig und allein durch die 
1 
Bedingung J g®(— x) #0 beschränkt wird, so hat man, um eine für 
0 
die weitere Deduction geeignete Function g"*—9(— x) daraus abzuleiten, 
nur g"=D(— x) durch die Differentialgleichung 
da) 
n)( — et Ar, 
m— 2) FF: 
und die Constante der Integration durch die Bedingung 


Se» x)dı = 0 


v 
zu bestimmen. 


§ 8. 


Von besonderem Interesse ist auch der specielle Fall von (6), in 
dem ausser den Grössen v, noch eine Anzahl von den ersten Grössen a 
z. B. @,,@,...@_ı gleich Null sind, die folgenden Grössen a aber 
sämmtlich einen und denselben von Null verschiedenen Werth haben. 

Nimmt man nämlich in (6) aus § 5 


nein e—l, 
Beh E dh, 
Q, = hpi = lyp = ee -=-—2, 


so wird 


a 


g(— z) = (— H BOSSE? 


(2kn)?™ 
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s—1 
mar tad Be 2kan 2 BE Re faa 
g ( £) % a kr ’ 
s—1 4 
gem (— x) = > oki PU or 
Rn sin gz ? 


a . 


$ a, h 
lim I ua cos (21è — v — t)æ=0 (h=3,5,...2m—1) 


a 


h 
- = 
oder = (— 1)? > eg 
( ) <l (2kn)* 


(h=2,4,...2m) 
oder =—} (h=!1), 


— 2 lim A > sin2ker.cosyn—=1, 


und es resultirt die speciellere Summenformel 


(8) OK Eon a 
fo at 2 I 
(2m 2cos2kan 


Hier wird nieht nur das en sondern auch jedes der übrigen 
Glieder auf der rechten Seite, mit Ausnahme des ersten, um so kleiner, 
je mehr man s wachsen lässt; und die Formel liefert daher auch einen 
immer besseren Ausdruck für den Werth der Summe 


a eo ei ee ia 

je grösser man die Zahl s annimmt. Vor Allem aber erscheint die 
Formel (8) wohl dadurch bemerkenswerth, dass sie eine Verbindung 
zwischen der Poisson’schen (oder Euler-Maclaurin’schen) und 
zwischen der Dirichlet’schen herstellt, welche wir in der sechsten Vor- 
lesung $ 5, (10) abgeleitet haben. Während nämlich (8) fürs=1 mit 
der Poisson’schen Formel identisch wird, geht es andererseits für 
den Grenzwerth s = œ, für welchen sich der Ausdruck der rechten 
Seite auf 


ne a)” sin ı (2s — I)ax dz 


sin a æn 


lim 


s= 0 


reducirt, in die erwähnte De Summenformel über. 
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Anwendungen des Cauchy’schen Satzes. — Partialbruch-Zerlegung von f(£) cotg &x. 
— Summen, durch Integrale ausgedrückt. — Gauss’sche Summen. — Das 
Caucehy’sche Integral. — Taylor'sche Reihe. — Das Cauchy’sche Residuum. 
— Zahl der Unendlichkeits- und Nullstellen. — Wurzelexistenz algebraischer Glei- 
chungen. — Unendlichkeits- und Nullstellen einer doppelt-periodischen Function. — 
Functionentheoretische Anwendungen. — Entwickelung von Funetionen in Potenz- 
reihen. — Anwendung auf eine mehrdeutige Function. — Partialbruch-Zerlegung. 


Sl. 
Wir knüpfen nunmehr an das Resultat unserer Untersuchungen 


in der dritten Vorlesung an, welches wir als den Cauchy’schen Satz 
bezeichnet haben. Dieser lautet: „Es ist das Integral 


Jre + iy)d(e + iy) 


„einer complexen Veränderlichen, erstreckt über seine natürliche Be- 
„grenzung, gleich Null. Die natürliche Begrenzung des Integranden 
„wird von den Punkten und Linien gebildet, in welchen f(x + iy) oder 
„f (x + iy) aufhört, endlich oder eindeutig zu sein.“ 

Wir verstehen unter z die complexe Variable + iy und be- 
trachten als erstes Sammel 


ul ) 

wE 
f(z) soll nebst seiner Be Ableitung in der ganzen Ebene der z, y 
endlich und eindeutig bleiben, und der Integrand soll für unendlich grosse 
Werthe von z verschwinden. Dann wird die natürliche Begrenzung von 
kleinen Contouren gebildet, welche die Punkte z = $£ und z = 0, + 1, 
+2, +3, ... umgeben. Erstreckt man also das Integral einmal über 
einen unendlich grossen Kreis und andererseits in entgegengesetzter 
Richtung über jene Contouren, die als Kreise gewählt werden dürfen, 
so ıst das Resultat gleich Null. Weil aber unserer Voraussetzung ge- 
mäss der Integrand im Unendlichen verschwindet, so erhalten wir 


Dfa z cotg sade + |, ‚a cotg ax dz = Q. 


ER 


x cotg zade. 
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Der Index x durchläuft ganzzahlig alle Werthe von — œ bis + œ, 
und das Integral mit dem Index (x) bezieht sich auf einen kleinen um 
z=x+, das mit dem Index (£) dagegen auf einen kleinen um z=% ge- 
schlagenen Kreis. Wir nehmen weiter an, dass & mit keinem der 
Punkte z = x zusammenfällt. Wird nun im zweiten Integrale 
z= f + oe 
gesetzt, so geht dieses Integral für lim ọ = 0 in 
27 
. sobi 
lim fE ee” Yxeotg(& + ger)m 00 
e—0r Re 
= x cotg Enf (E) - 2mı 


über, und Heni erhält man 


lim Tut ee) ) ao A ie LE oie’'de 
er, n -ee * — 


2n $ èn 
— TO Tim m J Ca a A E cn 
EA sin (ree”‘) #— fe 
= un -2mi. 


Tragen wir beide ch in die obige Formel ein, so liefert diese 


(1) x cotg Er - f(E) -5 E “wi (x ist ganzzahlig), 


und dies ist nichts Anderes als die Zerlegung von x cotg éx - f($) in 
Partialbrüche. 

Setzen wir, was unsere Voraussetzungen über den Integranden er- 
lauben, f(z2) = 1, so kommen wir zu der auf S. 68 Z. 1 abgeleiteten 
Formel 


a) x eotg au => = = 


Unsere Bedingungen sind ferner für 


2vz ri 


e 
fe) = eip (O 
ierni 5 
f) cotg AR. esni —1 = eU—vo)zni E er: ri 


erfüllt, sobald man bei der Umgrenzung die Punkte vermeidet, in denen 
der Nenner e®’=' — 1 gleich Null wird. Setzt man nämlich 


z = R(cos g + isin p), 
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dann wird der Nenner von f(z) eotg zx in seiner letzten Gestalt 


e-2(—v)Reing-ng—-2(1—v)Rcosp-ri__o2rRsinp-rg—2oRcosp- ni h 


Was also p auch für einen von O und x verschiedenen Werth haben 
mag, einer der beiden Exponenten von e 


—2(1—v)Rasinpg oder 2vRxsing (ea 1) 


wird für unendlich grosse R positiv unendlich gross; der Werth von 
f(2) eotg zx wird daher Null, und deshalb dürfen wir die gewählte Func- 
tion in (1) eintragen. Da nun bei ganzzahligen k der Werth des Nen- 
ners von f(2) gleich 2 wird, so entsteht die Formel 


+n : 
2mie??? T? error 
m_, im > (O o 


e 5 nn Z — a 


welche wir bereits auf anderem Wege unter (6) in § 5 der siebenten 
Vorlesung abgeleitet haben. 


82. 


An zweiter Stelle wählen wir für das f(z) in 


Jroa = 0 (z =x + iy) 


eine Function, die innerhalb eines gewissen Bereiches nebst ihrer Ab- 
leitung f’(2) endlich und eindeutig ist. Mit Hülfe von (1*) bilden wir 


f(2) x cotg zm => er (x ist ganzzahlig). 
Dieses Produet ist innerhalb desselben Bereiches gleichfalls eindeutig; 
und wenn man aus dem Bereiche alle Punkte der Abscissenaxe mit 
ganzzahligen Abseissen ausschliesst, dann bleibt im Restbereiche das 
Product nebst seiner ersten Ableitung eindeutig und endlich. Bezeichnen 
wir die natürliche Begrenzung von f(z) durch (B), und integriren über 
das Product längs (B) und um alle innerhalb (B) liegenden Punkte 
z = x der Art, dass die eingeschlossene Fläche zur Linken bleibt, so 
ist das eine Resultat gleich dem anderen, und es gilt die Gleichung 


fiò cotg zz dz =Y frox cotg amdz 


(8) FNA) 
-Y [> riaa da. 
ER) E i 


Das Integral links wird über die natürliche Begrenzung von f(z) er- 
streckt; rechts dagegen das Integral mit dem Index (x) über eine 
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kleine, den Punkt x = x, y = 0 umgebende Contour, beide in der- 
selben Richtung genommen; dabei bezieht sich die Summe rechts auf 
alle ganzzahligen Werthe x, die innerhalb der natürlichen Begrenzung 
von f(z) liegen. Aus der zweiten Form rechts ist ersichtlich, dass nur 
der Summand nach Ak, für welchen 4 = k ist, ein von Null verschie- 
denes Resultat geben kann. So entsteht aus der obigen Gleichung 


f f(e)r cotg zn - dze = pn, H ) „đa (x ist ganzzahlig) . 
(8) œ 


Nehmen wir nun für die Contour, die den Punkt z = x umschliesst, 
einen kleinen Kreis mit dem Radius ọ und setzen“ 

2 — x= 0: Pri, 
dann wird 


ae) 
IE (© dg — lim jet ter- geni. Dido 


e? smi 
& en 


= 2ri lim fro + oe")dv. 


Ir 


Wegen der Stetigkeit von f wird bei hinreichend kleinem o 
fo + oe") — fla)|<r, 


wie klein auch t angenommen wird, für jedes v. So resultirt 
Z 
nad . de = 2rif(a) , 
(z 


und daher erhält man die Formel 


(2) DAO = s Jito cotg zn - de. 


(B) 


Hier wird die Summe wieder über alle ganzzahligen z = x erstreckt, 
die innerhalb der natürlichen Begrenzung (B) von f(z) liegen. 
Durch die Darstellung mittels Exponentialfunctionen 
A er zwi 1 
eotg zx = t TA 


ergiebt sich aus (2) die Formel 
1 i SE 1 
(3) Dros a JO zart ie. 


Setzt man hier (z) statt f(z)(e??”' + 1) ein, wobei die über f(z) ge- 
machten Voraussetzungen auch für (2) gültig bleiben, dann geht f(x) 
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in 4o(x) über; also entsteht, wenn man wiederum f für ọ schreibt, 
aus (3) die Formel : 


(4) DW = je. 


(8) 


Si 


Wir wollen nun das Gebiet (B) in folgender Weise festlegen: 

Es sei zunächst durch zwei Parallelen zur X-Axe begrenzt, die in 
den Entfernungen — y und + y verlaufen, so dass also die Integration 
für 2 — ni von z = — oo bis + œ und diejenige für x + yi von 
æ = + œ bis — æ ausgeführt wird; die weitere Man bestehe 
aus zwei Strecken, welche senkrecht zur X-Axe in unendlich grosser 
Entfernung auf beiden Seiten die erstgenannten Parallelen verbinden. 
Damit eine derartige Integration möglich sei, müssen wir voraussetzen, 
dass f(z) und f(z) in dem bezeichneten Streifen, welcher die X-Axe 
umschliesst, eindeutig und endlich ist, und dass sich f(z) darin bei 
wachsenden Werthen von x der Null nähert. Es verschwinden dann die 
über f(x + iy) cotg (x + iy)ad(z + yi) für ein constantes, unendlich 


grosses, nicht ganzzahliges x von y = —- y bs y = + n erstreckten 
Integrale, und (4) geht m 
z P — ni)dx fa + nida 
(5) f) = TER 1 H e@+ndai_ı 
on 
21 "fie — nida RER 
Day eenn a =: e= apni | i 


e 
o 
J Au ee fx a 

: aL 


2isin (x — nir 2i sin (~x F nir 


—»© 


Tes : AA ; ; ne de 
u — nije —(z—ni)ni we N\otae—nüri 
4 Jie- mean 4 f s + niyete) 
über. Die erste Umformung rechts ergiebt sich durch Einführung von 
— x statt x in das zweite Integral. 
Setzt man nun hier 


fu) — f(— u) = 24u), also f(u) = p(u) + y(u), 


so bedeuten @(u), y(u) zwei, denselben Bedingungen wie f(u) unter- 
worfene Functionen, von denen die erste eine gerade, die zweite eine 
Kronecker, Integrale. 11 


= en u 
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ungerade Function ist. Bei der Einführung von f =g + ¢ in (5) 
trennt sich der auf @ bezügliche von dem auf y bezüglichen Theile, 
da ja œ und y von einander unabhängig sind; das Resultat für p ist 


(6) > pe) = + fye — ni) cotg (x — qi)ndz . 
Allgemeinere Resultate erhält man, wenn zuerst in (5) f(x) durch 
f(z)e?’*”' ersetzt wird, wo 0 <v <1 sein soll. Führt man dann für 


f(x), wie soeben, p(x) + y(x) ein, so entsteht 


DA pe)cosixvz= | g(a—ni)cos(2v—1)(s—ni)x ni 
De E 
ph y (x)sin2 xvr -/ dv (a — ni) sin(2v—1) (x — ni)r en 
(p(x) gerade; y(x) ungerade; O<v<1). 
Die aufgestellten Formeln rühren ihrem wesentlichen Inhalte nach 
von Abel her, der sie in dem Aufsatze: „L'intégrale finie I” gp(x) ex- 
primée par une intégrale définie simple“ ableitete.e Dazu gehörte zu 


Abel’s Zeit noch analytischer Erfindungsgeist, heute gehört dazu nur 
Geläufigkeit in der Benutzung der Cauchy’schen Formel. 


§ 4. 


Dem Cauchy’schen Theoreme gemäss ist 


zzi (e-+iv)? 
7 e - 5 
©) mer Me + =, 


(EN, Y) 


(zn, oj 


(0-3) (4 n-Y,) 
wenn vom Punkte (0, — yı) nach (0, — Yọ) in gerader Linie integrirt 
wird, alsdann um (0,0) als Mittelpunkt im Halbkreise, dessen Inneres 
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links lassend, nach (0, y,), dann in gerader Linie von (0, 4,) nach (0, y) 
von da nach (4n,y,) und von da nach (4, Yọ), alsdann um (}», 0) 
als Mittelpunkt im Halbkreise, dessen Inneres links lassend, nach (4%, 
— Ya), ferner in gerader Linie von (4n, — y,) nach ($n, — y,) und 
von da nach (0, — y,); endlich um jeden der in der X-Axe liegenden 
Punkte (k, 0), für welche % eine positive ganze Zahl und kleiner als 
\n ist, in einem Kreise mit dem Radius %,, das Innere zur Linken 
lassend. Dabei werden yọ und y, als positiv vorausgesetzt, y, > 4y und 
Yy <}, n als ganze, positive Zahl. Lässt man nun y, nach Null hin 
abnehmen, dann folgt für die Integration um jeden der Punkte (k, 0), 
wenn x + ty = k + ge” gesetzt wird, und man beim Grenzübergange 
die höheren Potenzen von ọ vernachlässigt, 


2n 27 


2ni TIGE: ; 2ni n è 2ni 
ER. ige? tda — ere ("ge m 
lim ; 


e’ m m e’ — = — e” 


T 5 
2rtige”! — 27 

=0 e Q 

g 2 1 e > 


ferner für die Integration über den Halbkreis um (0, 0) 


2 


ii " ige?ida “as w 
a Bere eh) Be Pe 
00 SE = m 


n 


n n 
2 


ß a . : i, z wA 
endlich für die Integration über den Halbkreis um (; n )) 
5 

2 

(2) ; BR a 

2) ige’ "de 1 == 
Er lim f ; e nn z = 0 oder =— >e” \, 
oe 1 —(— 1)" (1 + 2zioe‘ ‘) 2 


2 


je nachdem n ungerade oder gerade ist. 


Da ferner 
27i a 2ni 
er” =e” 


(n— k)? 


ist, so kann man die Summe der um die Kreise und die Halbkreise 
geführten Integrationen gleich 


i n—1 ige 
we = N 
3 e 
z=0 
setzen. 
Weiter betrachten wir in (8) die beiden Integrale, welche sich an 
auf die Parallelen zur X-Axe beziehen; diese liefern N 
— 11° < PAN 
qA 
aE 
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2 0 
a 
2ni 2ni 
já (@+y Ù? on (r—y i) 
e dx TE pér dæ 
1 —_ EriE+N) e Ale eria@—yıd) 
1 


En 


3 ’ a n A f 
Setzt man in das zweite dieser Integrale 5% für z ein und mul- 


tiplieirt Zähler und Nenner mit e”"i@+u», dann geht die Summe in 


1 1 
=N N 
2 2 
2ni 2ni 
n „ ern? ee 1 
dx we da 
x 1— eri etu’ i ey 
0 u 
1 1 
=» n 
è, . » 
BR... arızy 2 ri dry 
n ee e Fe: a n s 
e dx i'e e dæ 
TR Ta e RE, TAS i —3 
1— erite AY -S je E ziee 2 
0 0 


über. Nun mag y, ins Unendliche wachsen; dann nähert sich der ab- 
solute Betrag des Integranden in jedem der beiden Integrale und damit 
die Summe der Integrale selbst dem Werthe Null. 

Endlich bleiben in (8) noch die 4 Integrale zurück, welche sich auf 
die zur X-Axe senkrechten Strecken mn z = 0 und z = 4n beziehen; 
die beiden ersten ergeben als Beitrag: 


Yı —M 
d - è» . 
2ri 2n 
= wo > wir 
e idy Be idy 
2ri(y) ni) 
1—-e A Ers y 
Yo — Yo 


Führt man statt y in das erste Integral ul Vn | und in das zweite 
— u Yn | ein, dann erhält man 


mo Yı 
| Vr | IVa | 
—2riu? —2 niu? 
: > € du ; > e du 
TAN CE A AE £ 
1— e—27ul Van] 1— e:zu|Vn| 
Lg Y 
IVa | IVa] 
Yı 
|Van | 
+ 


= Va fersriwau 


Yo 


| Vr| 
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Die beiden anderen Integrale liefern 


Sfi 
1 3 2 
zT ($+ vi) 3 (+) { 
NE idy e” idy 
Ti HIE n YIN + n 
2ri ($+) 2ni (ž+vi) 
1-—e 1 e 
Yo m> Yo 
Yı —Yı 
27 2ni 
T yi} Z yit 
— įr £ RD G E dy 
arzYy _(__4\% Dry _ _1__ 4% 
x e (—1) $ e (— 1) 
Yo — Yo 


Führt man hier wieder in das erste Integral y = u | Yn und in das 


zweite y = — u| Vn | ein, dann erhält man 
DU SUMS 
Í Vn | AN: | 
—2riu: —2niu: 
; = e du du 
in—1 | Vn | ee re, e—1 | Vn | Er TA | sft 
ert Vn | po (o Er enu] n E y 
ar. Yo 
|Van | | Va| 


Hieraus folgt, da die Summe der beiden Integranden den Werth 
(— Del en vr t2e-2riu 


hat, für die Summe der beiden Integrale selbst der Ausdruck 


Yı 


i Yn | 
it—» | Yn fe DEU 
u 
Va | 
Sammelt man die erlangten Resultate, nimmt p = 0 und y, = œ, so 
entsteht aus (8) die Gleichung 


n—i gmzi 


SF ayalara fean 


0 
Um den Werth des Integrals auf der en Seite zu bestimmen, 
ohne frühere Resultate zu benutzen, nehmen wir etwa n = 3 und er- 
halten für die linke Seite ¿|3 |, woraus dann 


Sa x 1 
J nidu = ai Fi r 
0 
n—1 er i Y ji D 
©) Zr We 


o 


folgt. Hierdurch ist die vollständige Summirung der Guuss’schen 


N A a MT — ETETTTE EEET — 
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Reihen geliefert; es ist dieses Resultat mit dem in der siebenten Vor- 
lesung § 10, (29*) erhaltenen zusammenzustellen. 

Da die Formel (8) leicht aus der Formel (A) in der schon aus 
dem Jahre 1814 stammenden Cauchy’schen Abhandlung „Memoire 
sur les intégrales définies“ (Œuvres complètes, I" Serie, T. I, p. 338) 
abgeleitet werden kann und ganz unmittelbar aus der Formel (11) 
p. 98 der „Exercices de Mathématiques“ vom Jahre 1826 (Œuvres 
complètes, II° Serie, p. 128) hervorgeht, wenn darin für f(x + yi) die 
in (7) unter dem Integralzeichen stehende Function von z -++ yi ge- 
nommen wird, so erscheint es auffallend — namentlich mit Rücksicht 
auf die Bemerkungen in der Einleitung zu der angeführten Abhandlung 
„Methode simple et nouvelle etc.“ —, dass Cauchy darin nicht von 
seinen erwähnten Formeln Gebrauch gemacht hat. Aber auch Gauss, 
der doch wenigstens gegen das Ende des Jahres 1811, in dem die Ab- 
handlung „Summatio quarundam serierum singularium“ erschienen ist, 
das Theorem schon kannte, mittels dessen oben die Summirung der 
Reihen ausgeführt worden ist (vgl. S. 52), hat dasselbe, soviel uns be- 
kannt ist, niemals dazu benutzt. 


& 5. 


Die bisherigen Resultate dieser Vorlesung haben uns bereits die 
Wirksamkeit des Cauchy ’schen Integralsatzes gezeigt; wir gehen jetzt 
von diesen Beispielen zu principiell wichtigen Betrachtungen und all- 
gemein verwendbaren Formeln über. 

In unsere Grundformel 


Iraaaz—0 (@=zr+ui) 


setzen wir 2 z statt f(z) ein und erstrecken das Integral über irgend 


eine Begrenzung, innerhalb deren der Zähler f(z) sowie seine Ableitung 
f (2) eindeutig und endlich ist; Ẹ sei = E + yi. Dann bleibt f(2):(z— £) 
in dem angegebenen Gebiete zwar immer eindeutig aber nicht immer 
endlich, falls nämlich ¢ innerhalb desselben liegt. Nur wenn der Punkt 
z == ģ sich ausserhalb desselben befindet, ist die Begrenzung zugleich 
die natürliche; im anderen Falle müssen wir einen kleinen den Punkt & 
umgebenden Kreis zur natürlichen Begrenzung von f(z) hinzu nehmen. 
Wenn wir unter 

Tle, g= 0 
die Integrationscurve verstehen, bei welcher das Zeichen der Function 
F, so gewählt ist, dass die Ungleichung 
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F(z, 4) <0 
das Innere des Integrationsgebietes liefert, dann ist also 


(10) g ea de=0 (FẸ, n)>0). 


(Fa=0) 


Liegt x = £, y = y innerhalb des Integrationsgebietes, so ist auf der 
linken Seite noch ein ähnliches Integral, erstreckt über einen kleinen 
Kreis mit dem Mittelpunkte & hinzuzufügen. Für Polarcoordinaten 


z = + oe fuler 


A id CRo dv -fir + oe')dv 


Da nun f und f’ für ọ = 0 endlich und eindeutig bleiben, so ist dies 


= — zif) 
tür die Grenze ọ = 0; dadurch entsteht 
(10%) JE;e-Hf$ FO. 
(K=0) 


Das hier abgeleitete Integral führt ganz insbesondere den Namen 
des Cauchy’ schen Integrals. Es ist mit dem vorhergehenden all- 
gemeinen Ji f(e)dz = 0 zusammen von solcher Tragweite, dass man ohne 
Uebertreibung sagen kann, in diesen beiden Integralen liege die ganze 
jetzige Functionentkeorie een vor. 


S 6. 
Wir wollen die linke Seite von (10*) noch etwas umgestalten. 
Es sei F,(&,, W) = 0, z, + iy = Z, und z ein Punkt im Gebiete 


E; Xo Yo)” 9 


F,(2)<0. Dann bestimmen wir einen Punkt ¢ = 8 + in, für den 
| z— $ | < | Zo — £ 
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ist, was auch (£o, Yọ) für ein Werthepaar auf der Begrenzungscurve 
Folo %) = 0 sein möge. Den Bereich, in welchem & bei gegebenem 
F, und gegebenem z gewählt werden darf, kann man leicht finden. 
Man zeichnet um z einen Kreis, welcher ganz im Innern von F} <0 
liegt und die Grenzcurve von Innen berührt. Sein Radius sei 7; dann 
darf & beliebig innerhalb des mit 4r um z beschriebenen Kreises an- 
genommen werden. 


(10*) lässt sich jetzt folgendermassen umgestalten: 


FREE WERE ICH}, > Fler; 
ie Wear =| 2 —E 
(F@)=0 en a er 


-X N er, ae 


Bricht man (11) mit dem n nr ab, so kann man schreiben: 


1) 2m) (eg | J HOLLA 
0 


PAET aS ud Z&—z 
(Fo=0) (Fo=0) 


Hieraus lässt sich die Taylor’sche Reihenentwicklung für f(2) 
folgendermassen herleiten: 
Wenn bei der Integration über unseren Bereich 


five, 94 = 00 
gesetzt wird, dann hat man (vgl. S. 27) 
Stra? as - im [ro de D a - — lim 0 =) 


Ee 
= 0 ($); 


und ebenso findet man weiter 


Sega - o), 
So = 0" 9, 


(11) 


Wählt man jetzt 
1 
p(2, 9) er) 
dann ist nach dem Cauchy’schen Integrale für unseren Bereich 


DE) = 2mif(e) 


zu nehmen, und es wird 
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" Fedd anti a 
ur ee ER f” (E). 
Trägt man diesen Werth in (11*) ein, so entsteht die Taylor’sche 
Reihe 


n—1 

Ga TLO u 1 EOL 

(12) f(@) = er “RE (@ | flo) da, , 
0 


a N aN 
(Fa=0) 


hierbei hat das Restglied die Gestalt eines Begrenzungs-Integrals an- 
genommen. 


Sat. 


Nachdem wir vom Integrale 


Siow, 


bei dem im Integrationsbereiche f(z) überall endlich blieb, zu 

LO: 4, 

ATR dg 
mit einer Unendlichkeitsstelle z = ¢ übergegangen sind, liegt es nahe, 
auch ein Integral 


f 1(2)dz 

(Fa, Y)= 0) 
zu betrachten, wenn innerhalb der Curve F(x,, Y) = 0 die Function 
x(2) an verschiedenen Stellen &, die aber nur in endlicher Anzahl vor- 
handen sind, unendlich gross wird. Wir erhalten dann als Werth des 
Integrals die Greuze einer Summe: 


lim I froi (Ki) = œ). 
zu g=h+ge?7) 

Es soll jetzt das Integral für eine dieser Unendlichkeitsstellen & 
untersucht werden. Wir nehmen dabei an, es gäbe eine ganze, positive, 
endliche Zahl m der Art, dass x(2)(z — &)” für z = & eindeutig und 
endlich bleibt. Dann können wir 


A 2 a 7 a S a = ncna, N6- 


en ee 


setzen. Nun wird 
1 


fe — da = 2rig"t! (orsotnaign, 
0 


(=t tgrt) 


und dies nimmt den Werth O an, sobald (x + 1) von Null verschieden 
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ist. Wenn jedoch x + 1 == 0 wird, dann erhält man den Werth 2xi. 
Daraus resultirt 


fre 2) dg = `J 1(@)dz = 2 xi s cò, 
(Eso =0) 9 (zep=e) Ja 
oder 


(13) =O =D 0 Or 


(Fo, y) =0) u) 


Hat m für ein & den Werth 1, dann kann man den Coefficienten c, 
durch lim (2 — &)x(2) ersetzen, so dass dabei 
=) 


(14) LOL, — I lim (e— AHO 
Fa): Pa 
wird. 

Der in (13) und (14) enthaltene Satz hat eine überraschend schöne 
Seite. Links haben wir ein Integral, welches über irgend eine ge- 
schlossene Curve erstreckt ist, rechts eine Summe von Werthen. Wir 
können nun erstens von«der Voraussetzung absehen, dass die é nur m 
endlicher Anzahl vorhanden sind, falls nur die Summe der Werthe «, 
convergirt. Wir können ferner die Summe auch noch über andere 
Punkte als die & erstrecken; denn für diese werden die hinzutretenden 
Summanden einzeln gleich Null. Wir können also über alle Punkte 
im Innern von F(z), Y) < O summiren. Die Summe ist demnach nichts 
Anderes als ein Flächenintegral. Die Fläche besteht indess gewisser- 
massen nur aus einer Summe von Punkten. Tragen wir über der ganzen 
Fläche F(z,,Y0) <0 die rechts summirte Function c®, oder 


lim (2 — &)x(&) 
z=%3 


vertical auf, so ragen aus dem Gebiete nur an einzelnen Stellen „Fühl- 
füden“ heraus. Summirt man die Höhen der Endpunkte und multiplieirt 
die Summe mit 2x:, so erhält man das über die Begrenzung erstreckte 
Integral. 

Auch diese Summe hat Cauchy in ihrer Bedeutung vollständig 
erkannt; er gab ihr einen besonderen Namen; er bezeichnete sie als 
Summe der Residus von (z). Das Cauchy’sche Residu für2z=$ 
ist also der Coefficient von (z — &)-! in der Entwickelung von y(z) 
nach Potenzen von (z — £). Der Sache nach kommt das Residuum 
bereits in der Jacobi’schen Doctor-Dissertation vor. 
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S 8. 


Wir wenden unsere Formeln auf die Funetion 
p(z) 
Y (2) 
an. Dabei können nur solche Stellen & von Null verschiedene Residus 
geben, an denen y(2) entweder gleich Null oder gleich oo ist. 

Um die Bedeutung der Residus zu erkennen, betrachten wir zuerst 
einen Nullpunkt von y(z) und setzen für seine Umgebung 

p(z) = mke — N + ale — It + 

Dann nimmt x(z) die Form 


Pre Hitman t+ mle — H + 


Y (2) 


1) = 


an, so dass das Residu c—ı = u die Multiplieität des Nullwerthes 
z = & angiebt. 

%'(z) kann ferner nur da unendlich gross werden, wo (2) es wird; 
denn nach den Voraussetzungen des vorigen Paragraphen soll 


lim (z — np) 


bei passend gewählter ganzer, positiver, endlicher Zahl v endlich 
bleiben. Ist nun für die Umgebung von 7 


ea) =h W +he mt +: 


so wird 
vd) rent WW NDb@- mn)", 
war A 
ae ++ 
und das Residu d_ı = — v giebt die Multiplieität des Unend 


lichkeitswerthes z=nan. 
Folglich ist 


a Ui i 3 =, 
CD) ro da = fe log p(s) = Ky 
(F=0) (vo=0) (w=) 


„Man erhält durch den Ausdruck links die Anzahl der Male, wie oft 
„innerhalb des Gebietes y(z) Null wird, vermindert um die Anzahl der 
„Male, wie oft ebenda y(z) unendlich gross wird, jedesmal mit Be- 
„rücksichtigung der auftretenden Multiplieität.“ 


SEO 


I) Nimmt man insbesondere erstens für y (z) eine ganze Function 
des n'® Grades, so dass y(#) im Endlichen nicht unendlich wird, 
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Yl) = 2 ae 


dann geht das Integral in 


e pupka +: da 
e 2 +. E ea S 4 


über. Von diesem ist es bei der Integrirung um einen hinreichend 
grossen Kreis z = Re?”i klar, dass eine angenäherte Rechnung etwa 
2xni ergeben wird. Da der Werth des Integrals aber nach (15) ein 
ganzes Vielfaches von 2ri sein muss, so wird 2xni auch sein genauer 
Werth sein; folglich ist » die Anzahl der Nullstellen, jede in 
richtiger Multiplicität gerechnet. 

II) Wir nehmen zweitens für y(z) eme eindeutige, doppelt- 
periodische Function f(z) an, für welche die Periodieitätsbeziehungen 


fe + a) = fe), fet o) = fo) 


gelten sollen, wobei aber der Quotient œ : w’ keinem reellen Verhält- 
nisse gleich sein darf. Integrirt man nun 
um ein Parallelogramm mit den Ecken 


Ja a ar Da aa O F S Aa T E 

z +w' indem ñan dasselbe so umfährt, dass seine 
Fläche stets zur Linken bleibt, während 
man gleichzeitig aber etwaige Null- und 
o Unendlichkeitsstellen auf dem Umfange 
durch kleine Halbkreise Brei, dann wird das Integral 


Xot 0 +w" 


#totw' 
7O. f rO OR 
ro de + JEO de + Ir de $ ko de. 


Aus unseren Annahmen über f(z) A dass 


fet)=rf@, Fe+o)= fe) 
ist, und daraus, dass die Summe des ersten und dritten und ebenso 
die des zweiten und vierten Integrals auf der rechten Seite Null wird. 
Man hat also 
u => v, 
(ra=0) (r=) 
d. h. „eine eindeutige, doppelt -periodische Function wird in einem 
„Perioden-Parallelogramme ebenso oft unendlich gross wie Null“. 
Diese Anwendung des Cauchy’schen Integrals ist zuerst von 
Liouville gemacht worden. 
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HI) Ist y(z) eine beliebige Function einer complexen Variablen 
z = x + ty, welche in einem gewissen Gebiete F, <0 keine Unend- 
lichkeitsstellen besitzt, so giebt nach (15) der Wertli von 


1 è 
fa log x(z) 


(Fo=0) 


die Anzahl der Nullstellen von (z) in Fọ <0 an. Setzt man 
1e) = p, y) + iYe, y), 


so sind diese Nullstellen diejenigen Stellen x, y, welche gleichzeitig 


glz, y) =0 und ylz, y) =0 
befriedigen. Es liefert also das obige Integral die Anzahl der Werth- 
systeme, welche dem letzten Gleichungssysteme Genüge leisten. 
Freilich ist zu bedenken, dass nach Vorlesung 3, $ 9 die beiden 
Funetionen œ und % nicht ganz willkürlich angenommen werden dürfen. 


8 10. 


Wir wollen noch ein Paar kleine funetionentheoretische Anwen- 
dungen des Cauchy’schen Satzes besprechen 
IV) Die Formeln (10) und (10*) lassen sich in 


J22; a: = ril — son En] 
(F,=0) 
zusammenfassen, wenn man wie gewöhnlich unter 
sgn px, y) 
das Vorzeichen, „signum‘ der reellen Function ọ in dem Punkte x, g 
versteht. Dabei soll sgn œ(x, y) = 0 sein, wenn (z, y) = 0 ist. — 
Ein solches Integral wie das eben aufgestellte leistet als sogenannter 
discontinuirlicher Factor oft nützliche Dienste, wenn man sich 
lästiger Integrationsgrenzen entledigen will. Wir kommen später darauf 
ausführlich zurück. 
V) Aehnlich werden die beiden Formeln (10) und (10*) durch die 


Gleichung 
SE LOT =f F de 


(Fo =0) (Fo = 0) 
zusammengefasst; denn das Integral rechts hat den Werth 2x:f(&) 
oder 0, je nachdem F (E, n) <0 oder >O ist. Die letzte Formel 
lässt sich auch 
Ia—-r0 „— 
je: dz = 0 


(F,=0) 
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schreiben und wird in dieser Gestalt selbstverständlich, da der Inte 
grand für z = é nicht mehr unendlich gross ist. 


VID) In 


wird das über den ersten Summanden erstreckte Integral = x4, wenn, 
wie wir voraussetzen wollen, der Nullpunkt innerhalb des Bereiches 
liegt. Das Integral über den zweiten Summanden wird = — 21 oder 
0, je nachdem der Punkt ¢ innerhalb oder ausserhalb des Bereiches 
liegt. Das ganze Integral wird also gleich — xi oder + xi, jenachdem 
F (Ë, n) negativ oder positiv ist. Dieses Resultat lässt sich so schreiben 


1 "2- — E em F, (É, n D. 
22 — 4) IRE, m] 
z +t Fo (é, n) g 
— m Er d log z = - mE en PIE). 
Sal. 


VI) Ist für alle Punkte Zo, Ya von Follos Yo) = 0 der Werth 
f(&o, Ya) constant = C, dann folgt für einen Punkt & innerhalb des 
Bereiches i 

a dg 
F = zri = p% = iJ A 
(F=0) (fF, =0) 
d. h.: „Ist eine endliche und eindeutige Function f(z), für deren Ab- 
„leitung f’(z) dieselben Voraussetzungen gelten, auf der Grenze eines 
„Bereiches constant, so ist sie es auch überall im Innern des Bereiches.“ 

Daraus folgt: „Ist eine Function f(z) nebst ihrer Ableitung f‘(z) 
„in der ganzen Ebene endlich und eindeutig und für unendlich grosse 
„Z constant, so ist f(z) eine Constante.“ — 

VII) Wir gehen nun von der Function 


Eile — KE) = | (2 — LO) as 
2 Ber ži f(2)dz 


@—- d@— 8) 
aus, und nehmen darin erstens ¢ als constant und zweitens die Function 
f(z) als so beschaffen an, dass sie in der ganzen Ebene den Be- 
dingungen des Cauchy’schen Integrals genügt. Daun kann man die 
Integration über einen beliebig grossen Kreis erstrecken. Sein Radius 


sei R; das Integral wird 


le 
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2n i; j 
JE u 

Bei—gRei-i) 
0 


Ist nun f(z) so beschaffen, dass sich der Quotien 


2 der Null nähert, dann wird das Integral sich gleichfalls der Null 
nähern, und folglich wird f(&) = f(&) d. h. constant werden. Die auf- 
gestellte Bedingung ist erfüllt, wenn z. B. f(z) nirgends unendlich gross 
wird. Wir haben damit den Satz bewiesen: „Wenn eine Function f(z) 
„nebst ihrer Ableitung f(z) überall stetig und eindeutig ist und weder 
„an Endlichen noch im Unendlichen unendlich gross wird, damn ist 
„diese Function eine Constante.“ 


(2) : 
t i mit wachsendem 
[7 


§ 12. 


Wir kommen jetzt zu einer Hauptanwendung des Cauchy’schen 
Integrals, nämlich zu der Entwickelung von Functionen in Potenzreihen. 
Wir gehen dabei von der Identität 


n—1 
1 E Rd 
Par — PETI an g E, 
[7 & 7 g“ +t Z & 
aus. Liegt der Punkt z = ¢ innerhalb der Begrenzung F (£, y) 0, 
so ist demnach 
a: ie) Y (tor RE 
2nif($) aj 2—E da 32 +i dg +f z z —zde . 
(F,=0) v (Fo =0) (Fo = 0) 
Wenn || < |z| ist, dann wird mit wachsendem » das letzte Integral 
rechts sich der Null nähern, und es entsteht infolge dessen 


n > \ px { 

(16) 2nif(®) = lim D (Od: 
n= 0 [7 
0 (Fa =0) 


Hierfür ist somit nöthig, wenn é = Ẹ + ni und z, = m + mi gesetzt 
wird, dass die Beziehung 
E a e tw 

tür alle Punkte z, der Umgrenzung Fo(£o, Y) =O gilt. Es ist also 
für die gefundene Entwickelung nothwendig und hinreichend, wenn & 
innerhalb des Kreises liegt, der selbst ganz im Gebiete F, < 0 verläuft 
und die Begrenzung F, = 0 von innen berührt. Als Coefficient von & 
tritt dabei das Integral 

HOL 

ti 


Fa=0) 
auf. 
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In dieser Weise ist die Entwickelung einer Function in eine Potenz- 
reihe durch Cauchy streng durchgeführt worden. 

Dabei zeigen sich die Potenzreihen einmal als Fourier’sche 
Reihen, die man sofort in der allgemeinen Form erhält, wenn man 
é = oe: setzt, um das Reelle vom Imaginären zu trennen; die Coeffi- 
cienten der obigen Reihe sind nichts anderes als die Integralausdrücke 
für die Coeffieienten der Fourier’schen Reihe. 

Sodann erscheinen die Potenzreihen hier als Entwickelung des 
Cauchy’schen Integrals; in diesem hat man das Prius; m ihm liegt 
implicite schon die Reihenentwickelung, wie alle Eigenschaften der 
Functionen, wohl darum, weil in seiner Geltung alle die höchst ver- 
wickelten Bedingungen, die für die Function f(z) bestehen müssen, 
zusammengefasst sind. 


$ 13. 


Wir wollen jetzt in allgemeinerer Weise das Integral der Art 

über zwei Begrenzungen führen, dass der Punkt &=&-+ pt in dem 

ringförmigen Gebiete zwischen den Cur- 

p-o xy ven D(x, y) = 0 und P(x,y) = 0 liegt. 

Nach dem Cauchy’schen Satze ist auch 
jetzt 


2mif(e) = J TO de, 


wenn das Integral über Ø = 0 und W= Q0 
so erstreckt wird, dass das ringförmige 
Gebiet zur Linken bleibt. Integrirt man 
‚ also der Art, dass jedesmal das einge- 
schlossene Gebiet © < 0 bezw. I<( 


ET, zur Linken bleibt, dann muss man 
C ? , flo ; (2, 
2mif(e) = | 1 da, - | da; 
(P=0) (F=0) 


schreiben, wobei 2) = 2, + Yot die Punkte vn ® =Q ud 3 =g Hyi 
diejenigen von # = 0 bezeichnet, und ferner <= & + ni in dem ring- 
förmigen Gebiete (Ø < 0, W > 0) liegt. 

In diesem Gebiete nehmen wir nun einen Punkt & an, schlagen 
um ¢ als Mittelpunkt einen Kreis K,, der ganz ausserhalb W < 0 ver- 
läuft und W = 0 von aussen berührt, und weiter einen Kreis K,, der 
ganz innerhalb Ø < 0 verläuft und ®= 0 von innen berührt. Dann 
ist für jeden Punkt z im Innern des von X, und K, begrenzten Ge- 
bietes (K, < 0, K,>0) 
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»—-8>12-$|, &E—: >52 |; 
und daher wird 
1. EE BEN FR TO a 4 e- 
n= aD) ine, art Ber gti? 
Za — É 
it raa Aa aan 3 EARM = 
BE ae ey ee A a Niger Sy A ke 


Diese Werthe setzen wir in die obige Formel ein; das ergiebt 


2mifl) 2 (e— yJ 
(17) (Pia, v) = 0) 


I, Pius] Jo T 4) da, ~- 


Fizi S 0) 


Diese Entwickelung wird manchmal als Laurent’scher Satz be- 
zeichnet; aber da sie eine unmittelbare Folge des Cauchy’schen Inte- 
grals ist, so ist es unnütz, einen besonderen Urheber zu nennen. Die 


dabei benutzte Entwickelung von en in eine geometrische Reihe 
kann man als besondere Erfindung S 
nicht betrachten. 

Reducirt sich die innere Be- 
grenzung auf einen Punkt, so 
wird das zweite Integral Null, und 
es bleibt eine Entwickelung nur 
nach steigenden Potenzen; geht 
die äussere Begrenzung in das 
Unendliche, und ist im Unend- 
lichen das Integral 


J =, 


dann hat man eine Entwickelung 
nur nach fallenden Potenzen. 

In diesem letzten Specialfalle können wir statt der Curve ® = 0, 
welche ins Unendliche rücken soll, einen Kreis mit dem Radius R um 


E nehmen und dann R über alle Grenzen hinaus wachsen lassen. Da- 
durch haben wir 


2a 
5 ed -f fi p oS T if fE + Re')dv. 
0 


ef Integrale. 12 
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Die Bedingung für das Verschwinden des ersten Theiles der Entwicke- 
lung in (17) ist also 


ar . 
lim fF¢+ Red =0, 
Sen 


d.h. es muss der durchschnittliche oder der mittlere Werth von f(z) auf 
einem unendlich grossen Kreise Null werden. Wenn z. B. der Grenz- 
werth von f(z) bei wachsendem z sich selbst der Null nähert, dann 
ist die Bedingung erfüllt. 

Dabei ergiebt sich sofort, dass eine Function nicht im Unendlichen 
= 0 sein kann, ohne irgendwo im Endlichen = œ zu werden, aus- 
genommen, wenn sie überall gleich Null ist. Denn man könnte ja sonst 
® ins Unendliche gehen lassen und # auf einen beliebigen Punkt 
reduciren. (Vgl. die Resultate von § 11.) 


§ 14. 


Wir wollen die vorgetragenen Lehren jetzt einmal auf eine ein- 
fache mehrdeutige Function anwenden. Dies ist nur dann möglich, wenn 
man sie auf ein Gebiet beschränkt, auf welchem die i. A. mehrdeutige 
Function eindeutig bleibt. Von diesem Mittel, mehrdeutige Functionen 
wie eindeutige in den Kreis der Betrachtung zu ziehen, hat man in 
neuerer Zeit mit grossem Erfolge Gebrauch gemacht. 

Wir wählen eine möglichst bequeme mehrdeutige Function, nämlich 
é", in welcher w eine beliebige complexe Zahl bedeuten soll. Setzt 
man & = g,e?””' und lässt dann 
& von einem Anfangswerthe £g 
= 0,0"”* an auf einem Kreise 
um den Nullpunkt stets in der- 
selben Richtung weiterrücken, 
so wird $*, wenn & um den 
Winkel 2x fortgeschritten ist, 
den i. A. vom Anfangswerthe 
verschiedenen Werth 


IR a A zu ee 


annehmen. Es muss also die voll- 
ständige Umkreisung des Punk- 
tes z = 0 verhindert werden. Zu 
diesem Zwecke ziehen wir um z = 0 als Mittelpunkt zwei Kreise, einen 
kleineren mit dem Radius r und einen grösseren mit dem Radius R, 
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zwischen denen & liegt. Hierauf schneiden wir durch zwei benachbarte 
Radien ein Sectorstückchen aus dem Ringe heraus und behalten den 
Rest als Integrationsbereich zurück. Dann ist 


5 g" 
Roy en Br e. 
2rik f; = da 
er le 
R'e 2wani 3 “we 2w(0+1—e) ni ei j 
n «ani $ et —e)zi 
je 2ari 5, vif ae Eh eeti-dzi Br a” dt 
v 
gl g2wani te 2wvni A 
m 
-f rr ae ei ERS, 
v 


oder auch, indem man gleich zur Grenze für == 0 übergeht und 
œ +v für æ einsetzt, 


1 
ei 2w(& +e)zi sat) yver la+ nri setje 
w — @ v) & vo) ri 
Arie r CO elle J meer zart ) 


R 
WewtDoni evtd) ani 
pe (erg weem p)" 
Der Integrand des letzten Integrals hat den Werth 


evtd oni qui 


jii Br) HERM gan omagan n: i) eR A 
he vni 


aig 


Wenn man nunmehr in die beiden ersten Integranden wieder die einfache 


w 


Z . m © . 
Form eingeführt und den ersten nach steivenden, den zweiten 
2 —$ fe] 7 


nach fallenden Potenzen von $ 


entwickelt, dann erhält man 


(2) Beer 
3 fe ($) "de + > f wi ( (2) er 
Revni revni 


Rew+ini œ re@+Vri 


a 
Revni = \w+ y revni 


= grwri(guni__ |) p +2 Be (Reerig-1y-r 4 nr. (reeni) | F 


Es wird mithin 


Jok 
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nie” R! = RARE OTi NFT aa A a \ 
2rwri, 2wri F + = + = a 
e (ei) w a w— w+ x J 
dt 
e t— gerri 


Diese Formel gestaltet sich eleganter, wenn man 


R = 3 ’ r = Q ? ò ? 
O O 
g = 0etoRi 
einführt; denn dadurch entsteht, nachdem ọ” gehoben und ż durch tọ 
ersetzt ist, 


2rwri (—w)sgnz, 2xtni w p 
(doza ->" A m <<). 


evti I w — z 


Wir haben hierin wieder eine Entwickelung für cos 2rwr und 
sin2rwz nach den Cosinus und Sinus der ganzen Vielfachen von 
2rn; und diese ist allgemeiner als die früher in der siebenten Vor- 
lesung § 5, (6) gegebene. Jene entsteht aus dieser, wenn man ô= 1 
setzt, d. h. wenn der Ring unendlich schmal wird; dabei verschwindet 
dann das Integral in (18). Aus den früheren Entwiekelungen folgt 
also, dass (18) auch für diesen Grenzfall gilt. Da ô in (18) unbe- 
stimmt bleibt, so hat man eine unendliche Zahl von Entwickelungen; 
aber es tritt stets, wenn nicht ô = 1 ist, noch ein Integral zur Reihe 
hinzu. 

$ 15. 

Wir wollen endlich noch die allgemeine Partialbruchzerlegung 
aus dem Cauchy’schen Integrale ableiten. 

Hat die Gleichung p(z) = 0 nur einfache Wurzeln, und sind die 
Functionen (2), P’(2); (2), %'(z) überall in der Ebene endlich und 
eindeutig, dann ist nach dem Cauchy’schen Integrale in der Form 
(14), — wobei dann die Nothwendigkeit der über y(z) = 0 gemachten 
Voraussetzung zu Tage tritt, — 


' odr L opi [2E 
J ae 7 le t2 E F AR 


(vO= 0) 


Dabei muss der Integrationsbereich alle Wurzeln von ¢(2) = 0 ein- 


Partialbruch-Zerlegung. 181 


schliessen. Integrirt man über einen Kreis mit unendlich grossem Radius, 
dann hat man links 
1 1 


p (RETRE?! . 2nidv k "p(Rer’"' 
E = = li å è 
R=% 


lim 2538 A Ey PR RB 

R=» v (Bert Ape) : a (Re?) 

Sind nun p und y ganze Functionen, deren erste von geringerem 
Grade ist als die zweite, so wird der Grenzwerth gleich Null, und 


man bekommt das bekannte Resultat 
p(z) _ N 
p (Zo) PA — yo) 


Die Beschränkung auf ganze Functionen ist hierbei offenbar nicht 
nothwendig. Es reicht aus, dass zu den am Anfange des Paragraphen 
gemachten Voraussetzungen noch das Verschwinden des letzten Inte- 
grals für R = œ tritt. Von diesem Gesichtspunkte aus betrachtet 
gehört die Formel (1) der zehnten Vorlesung auch hierher. 
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81. 


Wir gehen jetzt dazu über, das Cauchy’sche Integral auf dem 
Gebiete der elliptischen Functionen zum Beweise mehrerer Fundamental- 
formeln zu verwerthen*). Dazu bedürfen wir einiger Definitionen und 
Vorbereitungen. 

Wir verstehen im Folgenden unter v eine ungerade ganze Zahl 
und setzen 


@) ee 


wobei die Summe über alle positiven und negativen ungeraden Zahlen 
v zu erstrecken ist. Diese unendliche Reihe convergirt unbedingt, 
sobald der imaginäre Theil von œ einen positiven Üoefficienten hat. 
Setzen wir 


Ami, Vi, E ql, 


so geht (1) in 
O Ei w=, 


und die Convergenzbedingung in 
er 
über. Wir nehmen diese stets als erfüllt an. 

Die #-Reihe existirt, als Function von q betrachtet, nur innerhalb 
des Kreises mit dem Radius 1. Der Umfang dieses Kreises ist eine 
wirkliche, natürliche Grenze für die Function. 

Jacobi hat im Jahre 1825 die -Reihen in die Wissenschaft ein- 
geführt; er gelangte zu ihnen durch Erforschung der Eigenschaften 


*) Vgl. Monatsber. d. Kgl. Ak. d. W. zu Berlin vom Dec. 1881 $. 1165 ff. 
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der elliptischen Funetionen. Auch die Benutzung der Buchstaben # 
und g stammt von ihm; er hielt stets an ihnen fest, selbst bei Problemen, 
wie dem der Rotation, in welchen g schon eine andere historisch über- 
kommene Bedeutung besass. 

Aus der Definition (1) folgt sofort 


(3) Əl + 1, o) = — 2 (é, v). 


Ferner ergiebt sich daraus 


E a 


I (4a 


und da auch v+2 alle ungeraden Zahlen von —oo bis +4 00 durchläuft, 


w+ 0+2) (E -5))ri nma E ) 


’ 


(4) P(E + v, w) = — T'ame, o). 

Hieraus ersieht man durch Eintragung von — œ statt &, dass 
(4) 96 0,0) = — q'a (E, o) 

ist. 


Aus (2) folgt z = + 1 als trivialer Werth, für den = 0 wird; 
dem entspricht es, dass & gleich irgend einer ganzen Zahl gesetzt werde. 
Somit ergiebt (4), dass für alle ganzen Zahlen m und » 


dm + no, o) = 0 


gilt. Daher liefert == m + nø Nullwerthe von 9; „die Nullwerthe“ 
können wir noch nicht sagen. 


82. 


An zweiter Stelle betrachten wir das unendliche Product 
1 an 
P= ig e [U - a ea), 
1 
dessen Convergenz von derjenigen der Reihen 


> log(1 EEE > log( = 
1 1 


abhängt. Nun ist die erste der beiden unendlichen Reihen 


ae 2m gm gom 
RON a bu aa e u 
Sigl 2er) ee = I, 2m m? 


m, n=l 


und dies wird convergent werden, sobald |gz; < 1 = ebenso tindet 
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man für die zweite unendliche Reihe die Bedingung |4271| < 1. Beide 
Convergenz-Bedingungen sind erfüllt, sobald wir 


1 $ 
r ?>|z’i>r: 
setzen. 
Wir wollen die vollständige Uebereinstimmung des Products P mit 
der -Function zeigen. 
Tragen wir in das Product gleichfalls E + œ statt é, d. h. zq statt 
z ein, so kommt 


1 Ea 
— igege] [0ean 
1 


—au =i 


—9ļ 


Sp S 2 Er Ze — qlg-:P 
z= s! 1-0: i 
heraus. Folglich wird der Quotient 
0 A e oa) CFG 
Be igt fe - EDA — EAA — e"m’) 


eine Function von z sein, die sich nicht ändert, wenn man z durch gz 


ersetzt. Sie erhält also alle Werthe, deren sie überhaupt fähig ist, in 
1 1 
dem Ringe zwischen zwei Kreisen mit den Radien r? und r ?. In 


ıliesen könnte Q aber nur zweimal unendlich werden, nämlich für2=-H1, 
da die anderen Nullwerthe des Nenners z = + y*” ausserhalb unseres 
Kreisringes liegen. Für z= }- 1 erhält man jedoch, wenn man im 
Zähler je die beiden zu + v und zu — v gehörigen Glieder zusammen- 
zieht und diese einzeln durch das (2 — z~!) des Nenners dividirt, eine 
Reihe von Summanden der Form 

te N E n EL 

Ft 3 Mn 


und dies wird für z = -+ 1 gleich i 


(— iy- vgi 

Da die entstehende Reihe convergent ist, so kann Q niemals unendlich 
gross werden. 2 

Für die Ableitung von Q gilt dasselbe. Denn da bei A in den 

Nenner nur das Quadrat des Nenners von () tritt, so könnte ein Unendlich- 


werden nur für g = -- 1 eintreten. Difterentiiren wir aber die einzelnen 
Glieder 
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und setzen dann 2= +4- 1, so ergiebt sich auch die Endlichkeit der 
Ableitung. 

Die Bedingungen des Cauchy’schen Satzes (Vorlesung 10 $ 11 
am Schluss): „Wenn eine Function f(z) nebst ihrer Ableitung überall 
„stetig und eindeutig ist und weder im Endlichen noch im Unendlichen 
„unendlich gross wird, dann ist die Function eine Constante“ — sind 
also erfüllt, d. h. Q hat einen von z unabhängigen Werth. 


Sa. 
Es handelt sich jetzt um die Werthbestimmung von Q; dazu 
kann man nach dem eben erhaltenen Resultate specielle Werthe von 


z benutzen. Wir wählen z=i, d. h. Ẹ = ii z 


Man erkennt leicht die Richtigkeit der Gleichung 


1 
2 1 — ori 1 
(5) a A o) = 2e7 »(2 +0,40). 
Die rechte Seite ist nämlich gemäss (1) gleich 
1 ver. y An--1\? 
det wni Str Ms I 


wobei v alle ganzen Zahlen durchläuft; und dies ist in der That gleich 
der linken Seite. 


Setzt man in P genau wie in (5) zuerst für & den Werth s ‚d.h. 
für z den Werth ¿ ein, so entsteht dadurch 


1 D 
2] [a -ea t y; 
1 


setzt man weiter rechts = + o und 4o für & und ø d. h. iq und g! 
$ 
für # und q ein, so entsteht nach Multiplication mit 2q+ 


2g. (1+ alla — g”) (1 + g”) (1 + gir+2) 
=24 (1+4) f [0—0 


= | [a -ena H Y. 


Es gilt demnach für P dieselbe Beziehung, wie sie in (5) für $ nach- 
gewiesen ist; folglich hat man bewiesen, dass @ denselben Werth 


besitzt, einmal, wenn man 2=i, und dann, wenn man Z = gi und 


N 
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gleichzeitig q* für q setzt. Weil aber andererseits Q von z unabhängig 
ist, so folgt, dass Q für ein beliebiges z und die Umwandlung von g 
in g* seinen Werth beibehält. Es ist demnach 


ad) = AN) = Ua) == AN. 
Für den Werth g=0 redueirt sich Q auf den einfachen Bruch 


1 
ICH _| 
. As 
— igt — 77 )) 


So ergiebt sich folglich das Hauptresultat: 


kee] 1 = 
6 o) =D gt (ie) 
(6) a > 
— an iqt (z > 9] Ja 374 pd 4; rel Me. g°° 4?) A 


Hierin besteht die ungeheure Entdeckung Jacobi’s; die Umwandlung 
der Reihe in das Product war sehr schwierig. Abel hat auch das 
Produet, aber nicht die Reihe. Deshalb wollte Dirichlet sie auch 
als Jacobi’sche Reihe bezeichnen. 

Aus (6) folgt, dass die Function 9($, œ) nur für 


z= 4g (k=0,1,2,...) 


d. h. für &= m + nw verschwindet, wobei m und v alle ganzen Zahlen 
bedeuten können. Dadurch erledigt sich die am Schlusse von $ 1 ge- 
machte Bemerkung. 

Ferner folgt aus (6), dass die Function 


BEN re ~ 0, w) = — igt D Al; izq? 3) 
EEY 


-Dred 2 
=> (— q)”2? n 


die Productdarstellung 


(1 Ner eo] K =, Fr) p ETEN] DA aa) 
1 


besitzt und daher nur für die Werthe und für jeden der Werthe 
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2n—1 


s= è? , om4” o 0 mn-1,2,3,..) 
verschwindet. 

Aus (6) folgt weiter, wenn man z durch 27" ersetzt, 
(6*) E 9 w) = — #(f,0). 


g4 


Wir betrachten nun die Function dreier Argumente 
u—1 sirah A 


PIE s Erz Se a "æy y” — a "y ') 
E T 


in welcher die Zahlen m, » alle positiven und negativen ganzzahligen 
Werthe annehmen, während u, v nur die Reihen der positiven, un- 
geraden Zahlen durchlaufen dürfen. Dabei ist nach unseren bis- 
herigen Festsetzungen, wenn Ta die Ableitung von ® nach & bedeutet, 


(7) Flg, &, y) = 


u= 


u? 1 r 
Dr 1) 2 N = z; (0,0), 


v—1 1 


DIN E e-m) itk o), 
D ger = id a(t o, o). 


Aus den beiden letzten Formeln ergiebt sich in Verbindung mit (4) 
für jede der in ihnen auftretenden Summen, die für den Augenblick 


>?) bezeichnet werden mögen, 


DAENDA 


und daraus als wichtige Eigenschaft von (7) die Gleichung 


(8) F(q, e, y) = Pay Fl, g", yg"). 
Ebenso erkennt man aus (7) leicht die Beziehung 
(8*) Fq, 2, — y) = — Flg, ©, y). 


Jetzt wollen wir F durch das Cauchy’sche Integral darstellen 
und zu dem Zwecke 
1 (F@®2;, 
Dnt 2—Yy 
iiber einen Kreisring mit dem Mittelpunkte O erstrecken, dessen innerer 
Radius später zur Grenze ©, dessen äusserer ins Unendliche gehen soll. 


Die Constanten |æ| und |y| sollen innerhalb eines Kreisringes mit den 
1 


1 
Radien r? und r ? liegen. Ausser den beiden Peripherien unseres 
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Kreisringes gehören die Umkreisungen von z = y und von denjenigen 
Punkten des Gebietes, in welchen der Nenner von F, d. h. in welchen 


Ice 


verschwindet, zu der natürlichen Begrenzung. Aus dem Schlusssatze 
von $ 3 erkennt man, dass dies nur Punkte 
1 


o= oe n=0 Ee 
1 
2 


sein können. Wir führen die Integration um z == + q  ? auf einem 


Br 
kleinen Kreise mit dem Mittelpunkte +- q * und dem Radius o 


1 
z=+4 Z 4 gekrei 
aus; dabei wird das Differential 


dz = are - DE 3) av 5 


und der Integrand, wenn wir gleich ọ zur Grenze 0) gehen lassen, 


ra s aleg”) l 
1 z=—y 


2 mxi lim 

a 3 

ag aa 

Da das Integral für v die Grenzen 0, 1 und den Factor 
wird es 


1 
De, hat, so 


lım 


ee) 
LES z) 
1 2 —y i w97 
s=} ? 


und auf die Ermittelung dieses Ausdruckes kommt es an. Zuerst 
setzen wir zq für z, dann verwandelt es sich zunächst in 


F(q, x, zg”) a Fa :) s 


lim ? 3 —/g 
FR zq yY 
»=+g 2 
und weiter wegen (7) in 
1 
D F Tga 3 — 2n 
(9) lm +, 4, z, ole + q Jas ia 
E DEREN 
:=Ł9 ? $ Y 


Um dies zu berechnen, betrachten wir zuerst 


; >- "2" 
lim 1 nt (r=0, +1, 42,...), 


ı=+g sg? 


EB 
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1 
setzen zZ = +q ?u und bekommen 
er) 
g)” Pu? n ge > wg 2 
$ [Hg lim = 


u=l1 —— u=1 


== uj’ a 
-3 S A A r E E E, 
ut1 ur u?” rel u? 


= +4 lim IN eF DNESKA 2ug* 


Dieser Ausdruck tritt in den Nenner von (9). 


Ferner erhalten wir für den im Zähler von F erscheinenden Factor, 
bei welchem man sofort zur Grenze übergehen kann, 


+2 NE d lea Zen) 


den Werth 
v—1 (>) - v—1 AER) 1 


SAC S uurar 
= + æq >> e h)a’, 


Dies gehört in den Zähler von (9). 

Setzt man die gewonnenen Resultate ein und berücksichtigt die 
beiden von z unabhängigen Factoren aus F(q, %, z), dann heben sich 
die Summen, und es entsteht 


F(q, £, 2) P Tä., i)a a?" 


lım l = 
E Y EIN T 
1 1 
+24 * gar’ 1 m 2 gr 
er FE aE LA SE, Ai 
F2gt +g °’-y 3—y 


Jetzt ist über die im Gebiete liegenden Werthe von n zu sum- 
miren. Da wir aber beabsichtigen, das Gebiet über die ganze Ebene 
auszudehnen, so können wir gleich die Summation über alle positiven 
und negativen n erstrecken. Wir bilden deswegen die Summe 
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H 


1 
1 sg t Aa 1 1 
Bi 2 q ?% le J + 1 ) 
ga ; i 


—_an 


ey 24 

ee 
Dr euer”, 

u go! y? 

1 1 

—o —n+t— pA en 
E n Tk) qoi u 
TJ: F =3 Z À ee, 

N We r ee 


beachten dabei, dass die absoluten Werthe von 
g atiy für n = 0, — 1,... — œ 
PE? we = 2, 

kleiner als 1 sind, und erhalten schliesslich durch Entwickelung: 


m 


-m 1 
ae > Da rry 3 En Da 


m—=0 n=0,—1,... 


n w 1 
2 J Nn—— 
— 2n —1),,7—2 
+ > q 2 a1 ua Dy m 


m=0 n=1,2,... 


& 2 (@m+1)@n+1) 
Bern > q DER PaT tjina 


m= n=0,1.... 


an @m+1)(2r +1) 


+ > IR 2 Ze) SEEN 


m=0 n=l, 


1 
= -og "ary" — aty’) a e eo 


Damit sind die Integrale über die Unendlichkeitsstellen erledigt. 
Weiter betrachten wir das Integral, welches über die innere Um- 
grenzung erstreckt ist. Dies soll ein kleiner Kreis sein, dessen Mittel- 
punkt im Nullpunkte liegt; seine Coordinaten seien 
g = or erri  (n>0). 
Dabei ist r, wie schon in $ 1, der absolute Betrag von 


= pp È a 
g neu 


ọ bedeutet eine Constante. Durch passende Wahl derselben kann man 
es verhindern, dass z einen der Werthe 


1 
+4?’ @=0,+41,+2..) 
annimmt, für welche F unendlich gross wird. » ist eine ganze Zahl, 
die wir positiv ins Unendliche wachsen lassen wollen, um dadurch den 
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Kreis mit dem Radius ọ r” auf den Nullpunkt zu reduciren. 


haben wir 


1 
°F (o £ yregvri K y: 
Zu. en ) 0r anzi .Dridv 


er c Ri 


Ri rA 

F æ. q”. enoni 7 x 
=j q nie EN orte". Znidv 

a; 
1 

j °F g ge? — noni 
BE. 2 = Nero PR 
“F mire Je n —1, —2vni dv 

r — yo e 


o 
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Dann 


zu behandeln. Hier wird F auf dem Integrationswege nicht unendlich: 


1 


der Nenner hat einen absoluten Betrag, der |r" — g-!r? | stets über- 
steigt; er kann also nicht verschwinden; und, da |r«=?| < 1 ist, so 
wird sich das erste Integral für wachsende n der Null beliebig nähern. 

Endlich erstrecken wir noch das Integral über eine äussere Be- 


grenzung, die wir wieder als Kreis 
z = orreri (mn<O) 
annehmen. Hier wird sich das Integral 


z—y 


für n = — œ auf 
1 


n =— 0 


2rilim f| F(q, x, or"e’")dv 
0 


reduciren. Weil nun der Ausdruck hinter dem Limes gleich 
1 


D 1 
| Fa, 2, orre)av + | Fi, 2, orreri) 
0 E 


ist, und der zweite Theil sich für die Substitution v + = statt v mit 


Beachtung von (8*) in 


1 1 


2 
Jela 2, ore (+3) ee) dv = | F4, z, — gr e’"i)dv 
ao a 


1 


$ 
= — fF, x, 0 erdv 
9 


umwandelt, so hat man auch hier für die Grenze den Werth Null. 
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Der Cauchy’sche Satz liefert demnach die merkwürdige Ent- 
wickelung 


1 
(10) Fa)" er ag) 


erg 
(u, v = 1,83, 5,..-); 
aus der durch Specialisirungen eine grosse Anzahl anderer wichtiger 
Gleichungen gezogen werden kann. 
So finden sich alle die Formelu, welche Jacobi in der Einleitung 
zu seiner Abhandlung „sur la rotation d'un corps“ (Werke II, $. 289) 
gegeben hat, in (10) concentrirt. 


85. 
Die zu Beginn des vorigen Paragraphen gegebenen Formeln liefern 
für F den Ausdruck: 


90, o) ori GDE: : b 
ə(; + = O, 0) (n+ E o, 0) 


Bezeichnen wir nun (vgl. Königsberger, „Vorlesungen über die 
Theorie der elliptischen Funetionen“ S. 324 ff.) in üblicher Weise 


"F(q,2, 9). 


1 


ale + jo, o) = HE) ig rei, 
(8, ©) = 9,(8) ’ 


s(+2,0)-3,0), 


1 
1 N a ; 
ak 27 ; o, o) lg ee, 


so ergiebt sich infolge von (10) das Resultat 
i 
9, (0) ə, (& + n) P- TA uv o 
u DM) u q? sin(ug + vy) 


(u, v = 1,3, 5,...). 


Die Formel (10) war unter der Bedingung abgeleitet, dass |æ! 
1 1 


wie |y| zwischen r? und r ? liegen. Um zu sehen, wie diese Be- 
dingung sich für ë und y gestaltet, setzen wir 
E= b tH ii n= m + mi; q= etapari, 
Dann muss, da r den absoluten Betrag von q bedeutet, 
emı 7 > ein, ehr > em 
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sein, d. h. die rein imaginären Theile von & und von y müssen zwischen 
der positiven und der negativen Hälfte des rein imaginären Theiles von 
© liegen. Die Formel (11) ist ihrer Bedeutung nach mit (10) identisch. 
Sie enthält auf ihrer rechten Seite eine Fourier’sche Reihe, aber insofern 
eine allgemeinere, als ë wie y complexe Grössen sein dürfen. Da wir 
zwei Variable haben, so erhalten wir natürlich eine Doppelreihe. 
In (11) setzen wir n für ë + y ein: 
, Diay 
TORM du Dg" sin (ut + v(a — Hr, 
a 
differentiiren nach y, setzen dann y = 0, berücksichtigen (6*) und 
beachten, dass wegen (6) der Werth von #,(0) gleich Null wird. Dann 


resultirt 
a e se ri 
(5 ©) = 4r i vg? cos(u — v)x 


(12) u,v 


i 
Der ne nie 
uy 


is 

In (11) steckt ein grosser Theil der Theorie der elliptischen 
Functionen. Wir wollen hier nur einige Andeutungen geben. 

Durch Differentiation erhält man aus (6) ohne Schwierigkeit 
(13) 9, (0) = 28, (0)9,(0)9;(0), 
sobald man die Identität 


1 -TIt 7i é»a— a d- Bey Ta i) 
wy 1 1—q" 1 — g" 


-] [a + PAAU! -S a | Pe ges ra) 
beachtet. Mit Hülfe von (13) entstehen aus (11) und (12) die Formeln 


Po 
(11*)  ®(0)2;(0) re = DIE” ae! +vn)r, 


D, (0)?9, (0)? 9, (0)? 
(12%) BE © =>> De TE re 


1 @ 
von denen die erste, wenn man nach einander y = 0, + A de 


setzt, die E für die Quotienten 


(E) MM U 
ME’ RE? Du)" 
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also die in $ 39 von Jacobi’s Fundamenta enthaltenen Reihen für 
die drei mit sin am, cos am, 4 am bezeichneten elliptischen Funetionen 
ergiebt. 

Aus (12) folgt für £ = 0 die hübsche Formel 


eo 2 D u+), 


und aus (11) für = 5, n =Q die weitere 


u—1 er 


® 08, OMEA Je F 


3 THO ) 


87 

Bevor wir weiter gehen, möge eine algebraische Verification der 
Fundamentalformel (10) folgen, die wir auf Grund des Cauchy’schen 
Integrals abgeleitet haben. 

Für x und y nehmen wir g’ und g”. Setzen wir 

o = m, F io, v= y + in, 
WO @,,'@,; Uj, Va reelle Grössen sind, und ©, > Q ist, so wird 
|q] =s y a5 Een: Ig | a ET, 


und damit q?” die Bedingung erfülle, der x unterworfen ist, dass es 
1 1 


nämlich zwischen r? und r ? liege, muss 
— o < — 2 (v, 0 + 90) < %z, 
2 |v 0, + v0 | < |o | 
sein, d. h. der absolute Werth des reellen Theils von log g muss grösser 
sein, als der absolute Werth des reellen Theils ‚von Z2vlogg. Das 
Entsprechende setzen wir über w voraus. Dann gilt nach (10) die 


Entwickelung 
ee u)(2w-+ er) 


ATNA g g”) => a 2 


eu, Y 
(e = + 1l; u,v = 1,3, 5,...), 


und ferner ist, gemäss der Definition ka 


Iger F DR De 1)” (an + S UDHA 1"g (e+w+n+ :) 
q (9 q ’ q = 3 >- 1d (e+n)? Þa "q tony - x 
n—=0,+1,+32,..). 
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Zur Verification von (10) bedarf es also nur des Nachweises, dass das 


2> eq? 1 @o-teu)@w+ er) S 1)" qe +? Do 1ye + 


eM,” 


oder die hiermit identische Reihe 


1 2 j- n)? 
(14) DAE 1r +rgg? @v+2u)@w+ er) ++ miwn) 


8, u, m, n 
(ace a oee S a a E S O =E D aa) 


mit dem Reihenproducte 


(15) Een? kai De 74 IRR 


CO 


übereinstimmt. 
Setzt man in dem Ausdrucke (14) 
A=mtn+ zelu tr), ọ=— mtn 4 elu — o), 
g= (u Gr v), 


so verwandelt er sich m folgenden: 


1 
eA , +o) e+w+) — e@—w) + Hg A Po > 2 
(14*) 9 ( 1a vw) (04w ee +z@H+ ( 1)’ ego) u. 
4,0 €&,0 ki 


Da u + v = 26, und da v mindestens gleich 1 ist, so läuft u in der 
letzten Summe durch die Werthe 1,3,5,...26 — 1. Bei Ausführung 
dieser Summation wird für ọ z 0 


dr o] 
PA AETA EnaA] PX i — 1y goto — +1 
e(— ET 
> Ep SUR SE 
AL ke 1y g € Feo — gi É zo) 
8,0 g — g? 
5o y degere 
8,0 p — gE ? 
und die Summation auf der rechten Seite ist auf £= +- 1 und £ = — 1, 


sowie auf alle positiven ganzen Zahlen 6 zu erstrecken, da 


| s=} (u+), 


und sowohl u als v positiv ist. Hierbei ist zu bemerken, dass dasselbe 
6 zwar durch verschiedene Paare u, v erzeugt werden kann, dass bei 
13* 
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der Summe jedoch jeder Werth von 6 nur ein einziges Mal auftreten 
darf, da die Summation nach u bereits in der letzten Summe erledigt 
ist. Setzt man nun o= en, so wird der Ausdruck rechts gleich dem 
Quotienten aus der Differenz der beiden Summen 


Dipa Dagro, @-0,+41,42,..) 


durch den Ausdruck (9? — q~°). Jede dieser beiden Summen ist gleich 

Null. Denn ordnet man z. B. in der ersten Summe je zwei Summanden 
(— Irgratr-9 und (— 1)=r -tegi naton 

einander zu, so zerstören sich diese, da ja (A — ọ) eine ungerade Zahl 

ist. Aehnliches findet mit der zweiten Summe statt. Es ist also in 

dem Ausdrucke (14*) nur noch ọ = 0 zu nehmen, und er reducirt sich 


daher, weil alsdann Der = 6 wird, auf die Reihe 


de TF e 7) tles ye 


P 


welche, wenn 2265 — 4 = x gesetzt wird, in die Doppelreihe 


1 
—(#— 
(15%) Dey arg 
7 
übergeht. Denn es ist klar, dass wegen 26 = (x + 4) der Exponent 
1 J 


wird. Weil nun x eine ungerade Zahl ist, so hat für zwei einander ent- 


o+u+Zz a) +i 


gegengesetzte Werthe von x das Vorzeichen (— a auch ent- 
gegengesetzte Werthe. Betrachtet man also den mit A multiplieirten 
Theil der Summe, so sieht man, dass dieser verschwindet. Es geht 
deshalb (15*) m 
0 


Z, Å 


1 1A A 
A ln) à) Er 


über. Setzen wir hierin 


ai) — 1) 


1 i 
RT 
so wandelt sich (15*), wie es sein sollte, in (15) um. 

Auch die am Schlusse des vorigen Paragraphen gegebene Formel 
kann auf rein arithmetischem Wege daraus gefolgert werden, dass die 
Anzahl der Darstellungen einer ungeraden Zahl als Summe von zwei 
Quadraten sich durch den Ueberschuss der Divisoren von der Form 


m u 
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dn + 1 über diejenigen von der Form 4n + 3 ausdrückt. Ebenso 
verdient die vorletzte der dort gegebenen Formeln durch directe Um- 
wandlungen arithmetisch bewiesen zu werden. 


§ 8. 


Wir betrachten jetzt das Product aus vier &- Functionen 


Tih, Gis, Sz» é) = P(E Si EEE, F DRAG Sr ENIE F a 5 
Dann zeigen die Formeln (4), (4*) sofort die Richtigkeit der Gleichungen 


To trete; 
Tlo ba» bs F 0, é) = g3 eth TCE, bar bsa $1), 
Tlo &s H o, bis b2) = T° tT Eo bss É 6) 
Es bleibt, wie man hieraus sieht, der aus den 7 gebildete Quotient 


Dias I Eos bzs bss Tr £) 
Téa, Eis Ézs Ea) 
als Function von z, betrachtet, ungeändert, wenn man z, durch 2,9 
ersetzt, oder wenn man zu dem é, ein œ addirt. Q nimmt daher alle 


Werthe, deren es überhaupt fähig ist, z. B. in dem Ringgebiete zwischen 
1 Eg 

»=|q °® und z% = |q? | an, und es tritt also hier Aehnliches ein, wie 

bei dem vorher betrachteten F(q, æ, y). Nun verschwindet der Nenner 

von Q, als Function von z, aufgefasst, gemäss (6) innerhalb des Ring- 


gebietes nur für Werthe der Form 


2 bs =+ fz ar 1, 
wo n eine jede positive oder negative ganze Zahl bedeuten kann, und 
zwar stets nur in erster Potenz. Nach (3) und (6*) wird für diese 
Werthe auch der Zähler von Q von der ersten Ordnung Null; also bleibt 
Q endlich. Nach dem Cauchy’schen Satze ist daher Q von &, unab- 
hängig. Setzen wir &, = &,, dann fällt der zweite Summand des Zählers 
fort, und der Rest nimmt den Werth 


T(&; é, Éz, Éo) 
an. Es folgt dadurch das Additionstheorem 


Er b2» bs» &) + FH, Ês» fi» &) aF BE; bi as E) =0, 


Es ist dies die von Herm Weierstrass zu Anfang der sechziger 
Jahre gefundene und in seinen Vorlesungen mitgetheilte Theta-Formel*); 


*) Sitzungsberichte der Berl. Akad. d. Wissenschaften 1882. II. S. 505, 
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sie wurde von Briot und Bouquet in dem Werke: „Theorie des 
fonctions doublement périodiques“ zuerst veröffentlicht. Es ist die 
einfachste derartige Beziehung, welche zwischen #-Producten besteht, 
und durch Coefficienten-Vergleichung der unendlichen Reihen leicht 
zu verifieiren; aber dass überhaupt solche Relationen zwischen den ®- 
Produeten auftreten, darf man wohl als sehr wunderbar bezeichnen. 

Jacobi hatte eine ähnliche Formel zwischen vier solchen T auf- 
gestellt, und zwar lässt sich mit Sicherheit nachweisen, dass er sie im 
Winter 1835/36 gefunden hat. Von da ab beginnt eine neue Epoche 
für die Theorie der &-Functionen. 
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91, 


Wir treten jetzt in ein genaueres Studium des Integrals 


a) — flo)dz (z =x + yi) 
ein. Das Integral entsteht aus einer Verallgemeinerung und Trans- 


formation des zuerst von Euler betrachteten Integrals 


f; ds 
log æ 
An dies knüpften sich die ersten Untersuchungen; dasselbe war auch 
für den Namen entscheidend. Von f(z) möge vorausgesetzt werden, dass 
es nur an lauter getrennten Punkten und in diesen nur von der ersten 
Ordnung unendlich gross wird. Wir setzen 
FE) = fiz, y) + iR, y). 

Wir betrachten das Integral zunächst längs verschiedener Strecken 

Zuerst sei y = 0, und x gehe von — œ bis — &, wobei & eine 
positive Grösse bedeuten soll. Ist dabei f(x) = 1, so bezeichnet man 


und nennt diese Function den Bessel’schen Integrallogarithmus. 
Es ist klar, dass derselbe für jedes positive & eine Bedeutung besitzt. — 
Hat y den festen Werth y,, und geht x von æ, bis x, so wird (1) 


x d P . [4 ), 
f ; nr {xcosy tH Ysiny+ ilæsinyo— y 608%) (A, Yo) + if, Yo). 
o 


x 


To 
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Bleibt nun für y = œ sowohl f, (x,y) als f (æ, y) endlich, so wird das 
Integral für ins Unendliche wachsende y nach O gehen. Das findet 
z.B. für f@)=1 statt. Da der Punkt z = O zur natürlichen Be- 
grenzung unseres Integrals gehört, so darf x = 0 nicht innerhalb der 
Grenzen liegen, was natürlich nur bei y, = O zu berücksichtigen ist. — 

Integrirt man bei festem x = x,, dann wird dæ fortfallen, e* tritt 
vor das Integral, und die wesentlichen Theile desselben können wir 
in dem Ausdrucke 


je sin (43 + y) Ae D) dy (è ð= 0, D 


2+y® é= 1, 2 


zusammenfassen. Unter gewissen Voraussetzungen über f(z) bleibt das 
Integral endlich, auch wenn man das Integrationsgebiet ins Unendliche 
erstreckt. Das lässt sich mittels des zweiten Mittelwerthsatzes zeigen, 
wenn wir ihn 


Jr = vw [vwaz + 90 f voiy 


schreiben; in dieser Form gilt er, falls g(y) zwischen æ und b ent- 
weder nur wächst oder nur abnimmt, und wenn das Integral über (4) 
beständig endlich bleibt. Nimmt man nun hier 

e 


(y) TA a? + y’ 


vl) = sin (8, 5 + y) f.l 9), 

so ist die erste Bedingung erfüllt, wenn man (für ô = 1) den Modul 
der unteren Grenze = 'x,| oder grösser als |x, aunimmt; denn von 
da ab vermindern sich die Werthe der Function beständig. 

Für f(z2) =1 ist die zweite Bedingung gleichfalls erfüllt. Dies 
geschieht aber auch in anderen allgemeineren Fällen, z. B. wenn f(z) 
eine rationale Function ist, deren Nenner einen höheren Grad hat, als 
der Zähler. Nur muss dabei x, so gewählt werden, dass keine der 
Wurzeln des Nenners gerade x, zur reellen Coordinate hat. Unter 
diesen Voraussetzungen kann man, wie der Mittelwerthsatz zeigt, von 


|æ] bis + oo und von — |% | bis — œ integriren. 
Da nach den Voraussetzungen über f(z) das Integral auch zwischen 
den Grenzen y = — |x,| bis y = + |z| endlich bleibt, wenigstens 


wenn %, von Null verschieden ist, so kann man dann also das all- 
gemeine Integral auch von — œ bis + œœ erstrecken. — 


ne 
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Ausser den Unendlichkeitspunkten von f(z) gehört noch der Punkt 
2=0 zur natürlichen Begrenzung des Integrals 


Je e dz 


Wir wollen voraussetzen, dass f(z) für z == O endlich bleibe, und inte- 
griren nun auf einem kleinen Kreise um den Nullpunkt herum. Dann 
entsteht, wenn der Radius dieses Kreises zur Grenze Null geht, das 
Resultat 

2n 


lim f ewetisindf(geri)idv = 2xif (0). 
ar ` 
822, 
Wir werden jetzt den Cauchy’schen Satz auf unser Integral an- 


- ne y n 2 ; . 
wenden, indem wir — f(2) längs des Umfanges verschiedener Bereiche 


integriren. 
I. Zunächst wählen wir einen Streifen, der durch zwei Parallelen 
zur Y-Axe in den Entfernungen = — $” und 2=-+ 8’ gebildet 


wird, wobei die & als positiv gelten sollen. Wir fassen diesen Streifen 
als ein Rechteck auf, von dem die beiden, der X-Axe parallelen 
Seiten unendlich fern liegen. Befinden sich keine Unendlichkeitspunkte 
von f(z) in dem Streifen, so wird das Resultat der Integrationen gleich 
2mif(O) sein, da dies der Werth der Integration um den Nullpunkt 
ist ($ 1). Die Integrale längs der unendlich fernen Seiten sind beide 
gleich Null, wenn man voraussetzt, dass f(z) für unendlich grosse y 
zwischen = — £” und x = + 8’ endlich bleibt ($ 1). Es resultirt also 
+o 


oxi = ferie + yi) dlog(8’+ yi) 


+o 
fett E" + yijd log (— £” + yi). 


Jedes der Integrale ist eine Fundtion von ë; wir bezeichnen kurz 
‚ro 
2) JETE + yddlog E + yù = IO) 
Wenn innerhalb des Streifens Unstetigkeitspunkte von f(z) liegen, 
die ja unserer Annahme nach immer nur von der ersten Ordnung sind, 
dann erhält man nach dem Cauchy’schen Satze [vgl. Vorles. 10; §7, (14)] 
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IE) — K-8) = 2i + 2mid lim (e 90 
(3) (19=») 25 


z+yi yi 
= 2zi [1 + Yim @+yi— ni) eti], 


Die Summation bezieht sich hier auf alle und nur auf diejenigen Punkte 
innerhalb des Streifens, für welche f(x + yi) = œ wird. 

Liegt das Integrationsgebiet ganz rechts oder ganz links von der 
lateralen Y-Axe, dann fällt in (3) das erste Glied der rechten Seite 
weg und die Gleichung lautet, wenn 8° < £” genommen wird, 


+ yi š ry 
I(—Ẹ")—I(—Ẹ")= 21i D lim (a + yi — £ — n) Eed 


(8*) E pou ; 
(— $” <£ <— £E”; FE + ni) = œ) 


bezw. 


n__ rr 259 . . 3 % et fwy) 
an KEN) IE) = 2xi Dim (a + yi— En) a 


W<i<it; FE + ni) = œ) . 


Unter den über die Unstetigkeitsstellen von f(x + yý) gemachten 
Voraussetzungen: dass sie nur in endlicher Anzahl und alle nur im 
Endlichen und nur von der ersten Ordnung vorkommen sollen, folgt, 
dass über gewisse Werthe + &, nach rechts und gewisse Werthe — £, 
nach links hinaus keine weiteren Unstetigkeitspunkte liegen. Dann wird 


IE IE IO OE 

Nun nähert sich mit wachsendem & die linke Seite in der zweiten 
der Gleichungen (4) dem Werthe Null. Denn nach den Betrachtungen 
aus $ 1 bleibt das Integral, welches restirt, falls aus J(— &) der Factor 
e-® herausgezogen wird, endlich, während der herausgezogene Factor 
sich mit wachsendem & der Null nähert. Also gilt nach (4) auch das 
Resultat: 

J(— £) = 0, 

falls über nach links hinaus keine Unendlichkeitspunkte von f(z) 
mehr liegen. Ist insbesondere f(z) = 1, so folgt für jedes positive & 


(4*) -fF an dyi = 0 (&>0). 


In diesem speciellen Falle gestaltet sich die Formel (3) besonders 
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einfach. Denn einmal fällt das zweite Glied auf der linken Seite, und 
ferner auch die Summe auf der rechten Seite fort: es bleibt allein zurück 


nE 
FETES 7 mi a R 


Man hat also, wenn man die beiden letzten Formeln vereinigt, 


2 [5 (wenn 8>0), 
z= S+ yi o 
o Hfi PETA adi lo (wenn £< 0). 


Es ist dies ein ausgezeichnetes Beispiel eines unstetigen Integrals mit 
stetigem Integranden. 


83. 

Es fehlt uns als Ergänzung von (5) noch der Werth der linken 
Seite für &=0. Um diesen zu berechnen, integriren wir längs der 
lateralen Y-Axe von — oo bis — &, wo è sehr klein sein soll, umgehen 
dann den Nullpunkt durch einen auf der Seite der positiven x gelegenen 
Halbkreis, der um z = 0 mit dem Radius & geschlagen ist, und dann 
integriren wir gradlinig weiter in der Y-Axe von + e bis + œ. Man 
erhält dabei 


n 
=$ 2 


Je'diogy i ferünes <- er cosv+t isine) idy. 


a 
Integrirt man (2) für ein positives E von y= + œ bis y= — œ 
und denkt im positiven wie im negativen Unendlichfernen zwei der 
X-Axe parallele Strecken von æ = ë bis z = 0 gezogen, dann wird 
das Resultat der Integration um dieses Rechteck nach dem Cauchy’- 
schen Satze gleich O sein; folglich liefert (5) 


a 


seg 


(0) = f #'dlogyi + frdiogyi sf e osotisindidy — 2mi. 


=o 
B 


Lässt man hierin zu Null werden, so hat das dritte Integral den 
Werth + xi, und es resultirt unter den über den Gang der Integration 
gemachten Voraussetzungen 


ksl 


‚fe'atogy = ni 


— 0 
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oder, ähnlich wie (5) geschrieben, 


x 


(5*) si Jeralogyi = 


Hätten wir den Halbkreis auf die Seite der negativen X-Axe gelegt, 
so wäre offenbar dasselbe herausgekommen. 
Die linke Seite von (5*) lässt auch folgende Gestaltung zu 


© 

vi _ evt a 
lim -+ (Jes g) aii) _ 1 lim ys — un 
ori ab 27 Yy 


so dass die uns bereits bekannte Formel 


» 


(6) ge y e. 


0 


entsteht. Das ist recht eigentlich die wahre Herleitung des Integrals, 
welches schon bei der Behandlung des Dirichlet’schen Integrals 
(5° Vorlesung $ 2) vorkam. Hier erscheint es als ein besonderer Fall 
= Integral-Logarithmus. 


§ 4. 
Wir gehen jetzt auf die Formeln (3) und (3*) in der Gestalt 


JO -IE = ri (+84 I lime pE) 
10ST 


zurück und wollen in derselben ë” so gross annehmen, dass darüber 
hinaus nach links hin keine der Unendlichkeitsstellen f(z) mehr liegt. 
Dann wird nach dem vorigen Paragraphen J(— 8”) = 0), und dadurch 
vereinfacht sich die obige Formel. 

Führen wir in den Integral-Ausdruck (2) für J 


FE + yD = fE y) + iR) 
ein, so erhält man durch Trennung des Reellen von dem Imaginären 


“ti 


mO- „si fl + vidy. (€— yi) 


o 


= > Sehr ına, y)(Eeosy + ysiny) — f(&, y)(Esiny — yeosy)} 


+ = PTP (AE, v)Esiny— yeosy) + f(E, y) (Ecosy + ysiny)} . 
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Bezeichnet man ferner die Unendlichkeitsstellen von f(z) mit (=! -p n'i, 
dann wird die Summe in der ersten Formel dieses Paragraphen 


=> lim @ — E — HAGER) + ifl, n) 


Dies bezeichnen wir kurz durch (e + pi. 
Dann ist nach (3) und (3*) der reelle Theil von J(Ẹ) : (2 x1) gleich 
Æa für <0 und gleich 1 + Ze für £> 0, wobei die Summe über 
alle diejenigen &-Werthe zu erstrecken ist, bei denen man &°<& hat. 
Im Falle ie) = 1 folgt also 


é cos y + y sin y au 4 £ 
(7) ie EF y? dy = ne~: (1 + sgn £). 
Der imaginäre Theil von J(&):2zi wird für positive oder nega- 
tive gleich Z8. Für f(z)== 1 folgt also 


(8) Pea, 


was freilich sofort aus der Ueberlegung ersichtlich wird, dass der Inte- 
grand eine ungerade Function von y ist (vgl. Vorlesung 1 § 10; V). 
Hier entsteht also nichts Neues, während der reelle Theil ein interes- 
santes Resultat geliefert hat. 

Addirt man einerseits die beiden für + ë und — Ẹ aus (T) sich 
ergebenden Gleichungen, und subtrahirt man andererseits die zweite 
derselben von der ersten, so resultirt für ein positives & 


a 
cos y 


ne ” 
dy = ne EH dy = SA CO 


9 Pans y s 
a 244 


Von diesen beiden Formeln ist Ta eine jede die Folge der anderen. 
Differentiirt man nämlich die erste Formel nach &, so entsteht 


"ayt sin y 
PAGE TPE 


dy = ne‘; 


wendet man links die Methode der partiellen Integration an, dann 
resultirt für das Integral der Werth 


cos y A cos y 
(eins get) af Sin fe dy, 


und dadurch entsteht die zweite Formel. Geht man denselben Weg 
rückwärts, so gelangt man von dem zweiten Integrale in (9) zu dem 
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ersten. Nur das eine der beiden Integrale bietet also etwas wirklich 
Neues, 

Es lässt sich übrigens zeigen, dass die Beschränkung, die in der 
Annahme f(z) = 1 lag, nur eine scheinbare ist, so lange man f(z) als 
rational ansieht und den Nenner der Funetion von höherem Grade als 
den Zähler sein lässt. Ist z. B. 

1 
ra 


so wird die Zerlegung in Partialbrüche das Resultat 


x BE L [ P} edz > =a 
z(z —a— bi) a+bi z—a— bi 2a 


geben. Hier ist dann wieder æ = Ẹ als constant anzusehen und nach 
y von — oo bis + oo zu integriren. Setzt man dabei in dem ersten 
Theile rechts z’ für z — a — bi ein, d.h. den Werth x — a für x, so 
geht derselbe in 


über, wobei wiederum nach y von — œ bis + œ zu integriren ist. 
Man erhält also dieselbe Form wie beim zweiten Integrale, d. h. einen 
Integral-Logarithmus. 

In derselben Art kann man durch Zerlegung die complicirteren 
Integrale behandeln, bei denen der Nenner von f(z) einen höheren 
Grad hat; und daraus sieht man, dass die Resultate sich sämmtlich auf 
unsere elementaren Formeln (7) oder (8) zurückführen lassen, und dass 
diese scheinbare Erweiterung nichts Neues liefern kann. 


§ 5. 

H. Wir behandeln jetzt die Integration von f(2)e’:z über ein anderes 
Gebiet, welche noch merkwürdigere Integralgleichungen als die bis- 
herigen liefert und zugleich zeigt, ein wie mächtiges Hülfsmittel der 
Uebergang von Integralen einer Variablen zu solchen von zwei Variablen 
bietet. 

Wir erstrecken die Integration über eine Halbgerade, die von 
xz = — œ, y = + œ nach Null geht, und von da aus in einer Halb- 
geraden, die zwischen der ersten und zwischen der negativen X-Axe 
liegt, wieder nach æ = — œ, y = + œ hinaus. Diese beiden Ge- 
raden mögen 


= — (a + b,î)t, z= — (a + bijt 


sein; dabei nehmen wir a,, a als positiv, b,, b als negativ an, so dass 
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die Halbgeraden durch t= (0... + œœ) geliefert werden. Ferner sei, 
b 
zi: 


. . i | b 
damit die angegebene Lage der Geraden eingehalten werde, | 2| — 
1 


Um aber bei der Integration den Unstetigkeitspuukt z = 0 zu 
vermeiden, integriren wir auf der ersten Geraden nur bis zu 


z = — (A, +b,dr, NEE 
gehen dann geradlinig bis zum 
Punkte z = — (a + bi)r der 
zweiten Geraden über und von 
da aus auf ihr ins Unendliche. 
Die eingeschaltete Strecke wird ~~.. 
folglich vom Punkte 


z = — t (a, + bi) 
— tr (a + bi — a, — bi) 


durchlaufen, wenn t von O bis 1 
geht. 


0=t0,0) 


Endlich schliessen wir den Integrationsweg durch eine zur X-Axe 
senkrechte, im Unendlichen belegene Strecke. 

Die über diesen letzten Theil des Weges geführte Integration 
liefert den Werth 0. Es bleibt also zurück 


Set (u + ddalogt+ feet f— (a +vid logt 
t=i 


+ f ereton t(a+b a ad f (—rt (a, -H bi) Be Pr -) dlog (— za, + b i) = tr- r )), 


t=0 


und dieser Ausdruck ist nach der Bezeichnung von § 4 


=> (a + Bi), 


erstreckt über alle die im Innern des Gebietes liegenden Unendlichkeits- 
punkte von f(2). 

Lässt man nun rt nach Null gehen, so wird die Summe der beiden 
ersten Integrale 


Jimera a+ 299 — wtf (a + dA ]Algt. 


Im dritten Integrale wird für r = 0 die Exponentialfunetion gleich 1; 
f geht in f(0) über; und es bleibt nur 
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1 
BR (a +bi — a — bidt fe a+bi 
FON era 
0 


zurück. Man erhält also die Gleichung 
go) JEENE + 899 — emeton (a + dd log! 
$ RA yi 
=g tH + Da + Bi). 


8 6. 


In diese allgemeine Gleichung setzen wir wieder f(z) = 1 ein 
und trennen dann das Reelle vom Imaginären. So entstehen die Re- 


i. mp 
J (e=!cos bt — e™%* cosb, t) = = P EE > 


0 


(11) © 


Ede hei dt b b, 
(e*t sinbt — e^" sin b,t) -~ = arc tang — — arc tang eh 


sultate 


0 

Diese Formeln werden sonst, wenn man bei den Integralen einer 
reellen Variablen stehen bleibt und nicht das Complexe oder zwei 
Variable zu Hülfe nimmt, viel umständlicher abgeleitet. In ihnen 
müssen a und a, positiv sein; die Voraussetzungen über b und b, 
können wir fallen lassen, da durch Zeichenänderung derselben nur eine 
unwesentliche Verschiebung in der Figur eintritt. 

Setzt man in der ersten Formel (11) b = 0, b, = O ein, so erhält 
man die bekanntere Form 


(12) fe — e-4) = = log “a (a, a >0). 


Setzt man in der zweiten b, = 0 ein, so entsteht 


(13) fe * Sn bt dt are tang è (a>0) 


9 


und hieraus durch Anwendung der Methode aus Vorlesung 5, § 13 


N emar RD dt Z sgnb. 


a=0 
0 0 


Für b = 1 ist dies abermals das Integral, welches dem Dirichlet’schen 
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zu Grunde liegt, und dessen Discontinuität ersichtlich ist. Bedenkt man, 
dass b = 0 den Werth O liefert, so gilt für jedes reelle b: 


(14) we dt = Ž sgnb, 
0 

da wir ja in Vorlesung 10, § 10, S. 173 sgn O = 0 definirt haben. Von 
Dirichlet ist dieses Integral als discontinuirlicher Factor in sehr 
merkwürdiger Weise gebraucht worden. Darauf gehen wir weiterhin 
genauer ein. 

Behufs künftiger Benutzung wollen wir die Gleichung (14) noch 
ausführlich niederschreiben: 


(14%) lim Pt dt = Ž sgnb- 


sle 


S io 
HI. Wir wollen uns jetzt mit dem, im Vorhergehenden als Integral- 
Logarithmus bezeichneten Ausdrucke etwas näher beschäftigen, welcher 
im ersten Paragraphen durch 


fer (@> 0) 


definirt worden ist. 

Integriren wir in der reellen Axe von — œ bis zu dem negativen 
Werthe — &, dann für ein constantes v = — & in einer Parallelen zur 
Y-Axe von y=0 bis y„=-+ 00, von da für ein constantes y bs z= — © 
und von dem Punkte x = — œ, y = + œ parallel zur Y-Axe zurück 
zum Ausgangspunkte z = — œ, y = 0, dann wird die Summe dieser 
Integrale bei f(z) = 1 zu Null werden; und da jedes der beiden letzten 
Integrale einzeln verschwindet, so erhält man 

fragt fe Stivdlog(— E + yù = 0 CEO 
oder, wenn wir & me — ¢ einsetzen, 

y= 
(15) — lie = fe+is dlog (x + yi) (270) 
y=0 

In der reellen Axe kann man des Nullpunktes halber nicht von 
— œ ab bis zu positivem % = + Ẹ integriren. Wir wollen uns deshalb 


so helfen, dass wir auf der negativen X-Axe bis zur Entfernung z= — 9 
Kronecker, Integrale. 14 
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gehen, dann auf einem um O mit ọ geschlagenen Halbkreise bis s= + ọ, 
von da bis z = + & und dann parallel zur Y-Axe ins positiv Unend- 
liche. Das Integral über den im Bereiche des positiven y liegenden 
Halbkreis ergiebt 


0 


> 


lim f ercon titnoido = — ti, 


g=0d, 


und daraus erhält man für ein positives & 


= F me 
lim fea logs + lim f eedlogaz — xi + fetralog (+y) =0. 
o=0 g=0 
> o +e y=0 


Wir haben nicht das Recht, die Summe der beiden ersten Inte- 
grale ohne Weiteres gleich 
& 


fea log x 


— 0 


zu setzen, denn dies dürften wir nach den Auseinandersetzungen der 
ersten Vorlesung nur thun, wenn die Summe 


ee $ 
lim (erdloge + lim f edlogz (6,7>0) 
o=UÜ =0 

— 2 +r 
eine von der Art der Grenzübergänge unabhängige Bedeutung besässe. 
Weil dies aber hier nicht der Fall ist, so müssen wir sagen, dass der 
Integral-Logarithmus für positive & gar nicht existirt. Und wenn man 
ihn trotzdem durch die Gleichung 
(15% lim ferdlogz + lim Je dioge ie (e>0) 

ER g=0 eo 

definiren will, so ist li e” für ein positives æ nicht als Integral sondern 
eben nur als die Summe dieser besonderen Grenzwerthe aufzufassen. 

Wir gehen hierauf so ausführlich ein, weil in der Literatur that- 


sächlich eine Ausdehnung des Integralbegriffes in der angegebenen 
Richtung vorkommt. Cauchy hat nämlich Integral-Werthe 


tim ( f Hade + J fle)ae) = fro de 
a b+ e a 


als Hauptwerthe (valeurs principales) in Betracht gezogen, auch wenn 


e 
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a! 
He J fo)de + lim fi fajde (u,4>0) 
&=0 ri 
+8 


keinen Sinn hat. Es ist jedoch aus unseren Ueberlegungen klar, dass 
man besser thut, dieser Einführung nicht zu folgen. 


§ 8. 
Gehen wir aber für den Augenblick auf den Cauchy’schen Haupt 
werth ein, so haben wir 


N 
Jarange 1 yi) = ai — le (&>0) 
y =0 


zu setzen. Diese und die entsprechende Gleichung für einen negativen 
Exponenten vereinigen sich zu 


y=% 
> 


dos Serratog (£ +y) = = (1 + sgn z) — li e”. 


y=0 


Trennen wir hierin die reellen von den imaginären Theilen, so ent- 
stehen die beiden Gleichungen 


.n 
> 


e (y cosy — z sin y) s. = = Er lies, 


(16) ò 
Jee cosy + ysin y) p = > (1 + sgn zv). 
0 
à 


In die erste dieser Gleichungen setzen wir — x statt x ein, addiren 
und subtrahiren die entstehende und die ursprüngliche Gleichung und 
erhalten dadurch 


afz a, dy = — elie — e lie”, 


(17) 
af TS = — E (e? lie — e lie”). 
Die zweite Gleichung (16) liefert, auf dieselbe Art behandelt, unter 


der Voraussetzung < > 0, 
de 
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Ta dy = ze~ 


2 f Bi SB, BE ABRE 
x? + MAA g% 
Diese beiden letzten Formeln liefern nichts Neues; sie gehen sofort 
aus den Formeln (9) hervor. Die Formeln (17) dagegen liefern natürlich 
neue Resultate. Man findet beide in Schlömilch’s Compendium ohne 
Benutzung von Functionen zweier Veränderlicher auf nicht ganz ein- 
fache Weise abgeleitet. 


(© 0) 


§ 9. 


Endlich wollen wir noch die Reihenentwickelung des Integral- 
Logarithmus geben. Man hat 


TETERE E E er 

lie lie de = 
čis JE 7ds 

— 1) hħh—1\ ' 

He SC ER )az 


und insbesondere wird i 


wW $ 
lie~? = log Ẹ +2 = ae + Nie: z= > =A $ 
T 


Die letzte Klammer ist eine A welche nach dem Mathematiker, 
der sie zuerst auf eine grössere Anzahl von Stellen berechnet hat, den 
Namen der Mascheroni’schen Constante trägt (vgl. Lorenzo Masche- 
roni: Adnotationes ad Euleri Caleulum integralem). Sie lässt sich 
auf Grund der soeben gemachten Umwandlungen leicht in der Form 


1 W 

da Ui ze 
Jae JS da 
0 1 


darstellen. Ihr angenäherter Werth ist 


Mascheroni’sche Constante. — Historische Bemerkungen 243 


C = 0,577215664901532860 - - 


Dieser Constanten kommt noch eine andere interessante Bedeutung 
zu. In die rechte Seite der Gleichung 


IH 5 +3 +4, logr= 


tragen wir 1 — ~ für z ein; dann wird die rechte Seite 


Se-t-)-fr 
fe 0-2) fire 


und lässt man n ins Unendliche wachsen, dann zeigt sich, dass 


fear ‘dæ=lim (14 3 +, ++, — logn) 


ist. 
Die Formel für lie~? wird also 
Werte lt ta snt t cC 
In dieser Form hat schon Euler die Entwickelung gegeben (Instit. 
Calc. Int. I, Cap. IV. $ 228). Ebenda macht er ($ 219) auf die Be- 


deutung des Integrals 
Rdn Ser 
‚pe oder er: 
£ 


aufmerksam, von denen das zweite mit dem ersten durch die Sub- 
stitution & = log y zusammenhängt. Nach Mascheroni (1750—1800), 
den wir schon erwähnten, und der sich besonders auch durch sein Werk 
über die Geometrie des Cirkels bekannt gemacht hat, hat sich Soldner, 
ein deutscher Mathematiker und Feldmesser, zum Zwecke der Berechnung 
des lie”® für grosse & mit diesem Integrale beschäftigt (Théorie et tables 
dune nouvelle fonction transcendante, München 1309; Monatliche Cor- 
respondenz v. Zach, XXII, 1811; 182—188). Soldner ist einer der 
wenigen wissenschaftlichen Männer Deutschlands, die in der Verwaltung 
ihre Carriere gemacht haben. Von Soldner stammt auch die nicht sehr 
glückliche Bezeichnung „Integral-Logarithmus“. Bessel beschäftigte sich 
gleichfalls mit dieser Function (Untersuchung der durch das Integral 


/ na ausgedrückten Function. Königsberg, Arch. f. Naturw. u. Math. 


1812 St. 1). Höchst interessante Bemerkungen über dieselbe lesen 
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wir im Briefwechsel zwischen Gauss und Bessel ©. 161, 163 und 
besonders 156 und 171 ff., aus denen hervorgeht, dass Gauss schon 
1811 tief in die complexe Integration eingedrungen war. 

Im zweiten Bande von Gauss’ Werken (S. 444) findet sich ein 
Brief an Encke, in welchem darauf aufmerksam gemacht wird, „dass 
„die Anzahl aller Primzahlen unter einer gegebenen Grenze n nahe 
„durch das Integral 

log n 
„ausgedrückt werde“. Die auf S. 438—443 desselben Bandes abge- 
druckten Tafeln geben Belege dafür. 
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81. 

Wir gehen jetzt auf die Theorie und die Anwendungen des in der 
letzten Vorlesung bereits erwähnten Dirichlet’schen discontinuir- 
lichen Faetors ein. Die daselbst abgeleiteten Formeln (5) und (5*) 
kann man 


y-+t. fi für x> 0 

rE iUe EYI a 1 = 

w Rean mena 
TEA om r0 


= : (1 + sgu z) 
schreiben. Dies ergab sich aus Betrachtungen, welche mit dem Inte- 
gral-Logarithmus in enger Beziehung stehen. 
Ein specielleres Integral, das gleichsam nur ein Durchschnitt dieses 
allgemeineren ist, insofern in ihm nur eine Variable vorkommt, ergiebt 
sich, wenn man von (6) der vorigen Vorlesung, nämlich von 


an 


(2) J sinbo dy = Z (1 + sgnb) 


— 0 


ausgeht, in ihm einmal b = « + ß, das andere Mal b= œ — ß einsetzt 
und dann die Resultate addirt. «œ und ß sollen hierbei als absolute 
Zahlen genommen werden. Es entsteht hierbei 


ach ei pv FAIDE E (a — Pw g > da + sgn (« — ß)), 


— 0 — 9) 


oder nach einfacher Umformung 


ked 


68) 1 [E do =F + sap). 


m 
— D 


216 Dreizehnte Vorlesung. 


Aus (14*) der vorigen Vorlesung folgt ebenso 


3) Lim Je Fer do $ (1 + sgn (e — Hy. 


Eine fast noch hübschere Form als (3) erhält man durch partielle 
Integration für 


n no 
1 [sin «vo sin ßv Un: : 1 
per = mke dv = — 1 fsin «v sin bva(+); 
m p- m v 
o _n» 


das ergiebt nämlich mit Hülfe von (3) 


[+ n 
1 /sin av sinßv\? aœ ([cosav sin fv "sin «v cos Bv 
- (ar mp)‘, 2 [os Be gy + E ("neeo ,, 
n v n v T.e v 
=o — o — o 


= $ (L+ sgn (B — «a)) + É (1 + sgn (e — p) 


Je nachdem also «> ß oder ß>« ist, erhält man als Resultat ß oder 
«a: d. h. es ist 


Í Sin av sin fv vn |? @>e) 
i v B (e>B). 


Diese Form hat den Vorzug der symmetrischen Gestaltung des Integrals 
neben demjenigen einer stärkeren, durch das v? des Nenners hervor- 
gerufenen Convergenz. Durch Differentiation nach 8 kommt man auf 
(3) zurück. Auch hier können wir übrigens durch Verwendung des 
Zeichens sgn die rechte Seite einheitlich schreiben, nämlich in der Form 


(a + b) — (a — b) sgn (« — P) - 


Die angewendete Methode führt zu weiteren discontinuirlichen Integralen. 


S2 


Die discontinuirlichen Integrale (1), (2) und (3) kann man vielfach 
sehr nutzbringend verwenden. Zunächst lassen sie sich zur Besei- 
tigung etwaiger durch die Integrationsgrenzen auftretenden Schwierig- 
keiten gebrauchen. In dieser Beziehung hat Dirichlet einen über- 
raschend einfachen Gedanken — wohl nicht gehabt, denn das muss 
man auch von Anderen vor ihm schon annehmen — aber ausgeführt. 
Am besten wird seine Tragweite durch das Beispiel einleuchten, auf 
welches er selbst seine neue Methode mit besonderem Vortheile an- 
gewendet hat. 
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Ist eine Integration über den ellipsoidisehen Raum 


2 2 2 
AN COLNET 


zu erstrecken, also 
Sr«, y,2)dadydz 


über alle Punkte im Innern eines Ellipsoids auszudehnen, so würde die 
Ausführung der Integration, wenn nicht gerade F = 1 ist, infolge der 
Grenzen wesentliche Rechnungen fordern. Nun folgt aber aus (3) 


on 
a ER ( TH y? =) dv 
2 (sine cos (78 + JE + ne L oder = 0, 
je nachdem der Punkt x, y, z innerhalb oder ausserhalb der Begrenzung 


x? y? g? IE 
ee 


liegt, während für Punkte der Fläche selbst das Integral = z 


5 Wird. 
Multiplicirt man also das zu behandelnde IntegraPmit dem zuletzt auf- 
gestellten discontinuirlichen Factor, dann darf man in Beziehung auf 
alle Variablen von — œ bis -+ œ integriren, ohne etwas Anderes zu 
erhalten als das obige dreifache Integral mit der gegebenen Grenz- 
bedingung. Das ergiebt also 


+» 
ə ə ə PR 2 PL. 
RC LE 
1 F Pa ar, RER 
I: (£, Y, 2) RE dvdædydz , 


Bezeichnet man den Ausdruck 


x 2 2 2 . 

F(a,y,)= `J F(x, y, 2)sinv cos 2 + a = 2) v = 

als Dichtigkeits-Function, so hat diese die Eigenschaft, für Punkte 

im Innern des Ellipsoids eine vorgeschriebene Dichtigkeit F(s, y, z) 
und für solche im Aeussern die Dichtigkeit Null zu geben. 

Darin, dass man in jedem Falle die Grenzen eines Integrals auf 
die einfachen constanten Werthe — œ, + œ für alle Variablen bringen 
kann, indem man einen discontinuirlichen Factor hinzufügt, beruht 
der einfache und fruchtbare Gedanke Dirichlet’s. Es ist eigentlich 
eine Methode, mittels der Mathematik Unbequemlichkeiten zu beseitigen, 
die durch «die Natur gegeben sind; und es überrascht, dass man dies 
durch rein formale Wegschaffung soll erreichen können. Indessen 
bietet doch auch, zwar nicht die Einführung, wohl aber die Benutzung 
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jenes Factors manche Schwierigkeit, und es ist Dirichlet’s Verdienst, 
diese nach Möglichkeit gehoben zu haben. Sie bestehen nicht sowohl 
darin, dass man ein vierfaches Integral statt eines dreifachen erhält, 


: : 9 6 g a g? 
als vielmehr darin, dass eine Function von ;+ %, + unter das 
a? b” Ds 


Integralzeichen tritt. Wir kommen auf dieses Problem zurück. 


Ss 98. 

Man kann übrigens den discontinuirlichen Factor schon bei einer 
der einfachsten Integrationsfragen verwenden, nämlich bei der Berech- 
nung des Inhalts eines geradflächigen Körpers, etwa eines Tetraeders, 
so dass die Grenzen der Integration von 


SS erisa 


durch vier Ungleichungen von der Form 
+ bry + ere <1 (h = 1,2,3, 4) 

gegeben sind. Hier würde es umständlich sein, die Integrationsgrenzen 
für x, y, g den Bedir#ungsgleichungen entsprechend auszudrücken, wäh- 
rend man bei Benutzung unseres Factors eine im Innern des Tetraeders 
den Werth 1, im Aeussern den Werth Null ergebende Function erhält. 
Dadurch ist die Integration leicht zu bewerkstelligen, weil in den Inte- 
granden unter den Cosinus nur lineare Funetionen von x, y, z treten. 
Für n Variable werden wir die Berechnung des Rauminhaltes eines 
dem Tetraeder entsprechenden Gebildes in der nächsten Vorlesung 
durchführen. 

Es harren in dieser Beziehung noch manche Aufgaben der Er- 
ledigung; so die Beantwortung der Frage nach dem Volumen, welches 
zwei Ellipsoide gemeinsam haben. Das dreifache Integral, durch 
welches dieses Volumen ausgedrückt wird, sowie die zugehörigen Grenz- 
bedingungen lassen sich leicht hinschreiben; allein die Ausführung der 
Rechnung mit Hülfe des discontinuirlichen Factors ist noch nicht ge- 
lungen. 

Die Dirichlet’sche Benutzung des Factors bezog sich haupt- 
sächlich auf die Darstellung des Potentials eines Ellipsoids für einen 
beliebigen Punkt des Raumes. Bei den vor Dirichlet gelieferten 
Lösungen dieses Problems, das in der Analysis eine bedeutende Rolle 
gespielt hat, und auf das wir weiterhin noch eingehen werden, kam 
insofern nicht die eigentliche Natur der Sache zum Ausdruck, als man 
zwischen den innerhalb — und den ausserhalb des Ellipsoids gelegenen 
Punkten unterscheiden musste. Bei Einführung des Factors lässt sich 
das Problem einheitlich behandeln. 
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§ 4. 

Wir wollen den discontinuirlichen Factor jetzt zur Bestimmung 
der Coeffiecienten einer Reihe durch den Werth desselben verwenden. 
Erwägungen, die der Zahlentheorie angehören, haben zur Aufstellung 
dieser Reihe geführt. Wir werden so verfahren, dass wir eine gewisse 
Entwickelung mit unbestimmten Coeffieienten als möglich voraussetzen 
und die Bestimmung derselben dann durch Integrale liefern. 

Für das Folgende ist es bequem, die zu entwickelnde Function 
in die Gestalt z F(z) gebracht zu denken. Die Form der unendlichen 
Reihe sei durch 


(4) aF) = Dee 


x=0 
gegeben, worin die A, reelle, positive, mit x wachsende Zahlen sein 
sollen; z mag complex = x + yi sein. Wir setzen hierbei die Con- 
vergenz der Reihe sowie die Möglichkeit gliedweiser Integration für sie 
voraus. Die betrachtete Reihe ist eine sehr allgemeine. Für e~? = p 
erhält man die Potenzreihen; für A,=log(x+1) ergiebt sich 


zF(z) = clx + 1)-: 


€ (A c 
=b ipa, 


eine sehr merkwürdige Reihe, welche von Dirichlet in die Zahlen- 
theorie eingeführt und neuerdings darin viel benutzt worden ist. 
Freilich haben bei ihm die c, nur specielle Werthe, und die Reihe 
tritt im Allgemeinen nur für die Fälle auf, in denen sich z von 
grösseren Werthen her der Einheit nähert. Später hat sich Riemann 
mit solchen Reihen beschäftigt. Herr Stieltjes behandelte die Frage 
nach den Nullwerthen derartiger Fuuctionen. 

Bevor wir uns aber zur Bestimmung der Coeffieienten der Reihe (4) 
wenden, schreiben wir unser Integral (1) noch einmal in der Form 


TEANS | 1 (für © > 4,) 
1 (w—2,)z dz 1 
dmi 5 ae O = 4,) (z >0), 
Su 0 (» o < Ay) 
wobei œ sowie A, positiv und reell sind. Multiplicirt man also (4) mit 
1 ens 
ani g o (norii) 


und integrirt von — œ bis + œ, so resultirt 
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2 Ku +» =s 
E mE (un —2y) z dz 
ani |e” Feld = Èe fe 
y=—o y=— o 


(2 > 0) 
=, 


Durch Subtraction dieser Gleichung von der für n + 1 entsprechend 
gebildeten ergiebt sich bei Verminderung der Indices um 1 


y=+» (æ z 0) 
07% 0n_— 1°? 2 
(5) =z a e EE ee 


y=— o 
Für v = Q0 fällt das zweite Glied in der Klammer fort. Ueberraschend 
ist es, dass in (5) auf der rechten Seite die A, nur in der Gestalt der 
beigefügten Ungleichheit vorkommen. 


Sn: 

Mit Hülfe der Formel (5) kann man die Reihe (4) als Doppel- 
integral darstellen, und zwar leiten wir am besten (4) aus einer allge- 
meineren Formel her. Wir multiplieiren c, mit einer noch unbestimmten 
Function X(A,) von A, und summiren von n = 0 bis n = œ. Dann 
erhalten wir eine Reihe 

at 


RER Sro 2er - er )X(A)de (> 0), 


zu ya—. = 


bei welcher die ce, die Entwickelungs-Coetticienten aus (4) bedeuten. 
Auch hier fällt für x = 0 das zweite Glied der Klammer weg. Die 
Summe rechts unter dem Integrale zerfällt demnach in 


a 


D ODA 


x=0 x=l 
Do PEO -D XG), 
x =û 


und dadurch geht die letzte Gleichung in 


vr © 


S x) 5 li HOPA X) — Xarr)de (8>0) 


z=0 y= — n 


über. Setzt man jetzt die zunächst unbestimmt gelassene Function 
X(A,) als differentiirbar voraus, so kann man 
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+1 
X) — Kar) = — [Xo)de 


in die letzte Formel eintragen und erhält 


y-t» o 
Dem -- fra Jan («>0): 


Nun war ø, nur der Bedingung unterworfen, zwischen A, und A,+ı 
zu liegen. Denken wir uns das Integral nach w als Grenze einer Summe 


lim I" X (oN)(or+D — o), 


so können wir den Exponentialfaetor einem jeden einzelnen Summanden 


in der ihm angemessenen Form 
ew): 


zuordnen; d. h. wir können einfach e”? unter das Integralzeichen ziehen. 
Ist dies geschehen, dann lässt sich die Summe der Integrale bilden, 
und so resultirt 


w =+» 
© Nam); fe do J F(X (ojd  (@>0). 


Wir erinnern daran, dass die ¢ die Entwickelungscoefficienten aus 
(4) sind, so dass (6) eine Reihe ist, welche durch Specialisirung in (4) 
selbst übergeführt wird, sobald man nur 


X(o)= e-® 
einsetzt. Dadurch ergiebt sich im Besonderen 
o % y=+ o 
OA DA i raft Flo)ert-DBdz (æ> 0). 
z=0 ee 


It &=&-+ ni, so tritt als Bedingung noch x < § auf, weil sonst 
das Integral auf der rechten Seite nicht mehr convergent bleibt. 
Für A, = log (x + 1) geht die allgemeine Formel (6) in 
o % =R 
DaX log EN zu) do Fe)e:X‘(o)dz 
y=— o 
und diese, wenn man 


EOE 


annimmt, in 
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log p ; 
> Tr Beer: Für fros dg 
0 y=— o 
über. 


Derartige Reihen kommen mehrfach in Dirichlet’s Arbeiten vor. 
Auch aus (6) ist die Bestimmung der Coefficienten cx möglich. Man 
setzt alle X(A,) = 0 mit Ausnahme eines X(A,), und dadurch ergiebt 
sich unmittelbar c,- 

Wir erkennen schon hieraus, dass bei diesen Reihen, die absolut 
convergent sein müssen, die Coefficienten eindeutig bestimmt sind. Es 
ist dies hervorzuheben, weil man überflüssiger Weise bei speciellen 
Funetionen noch besondere Beweise gegeben hat. 


S6 

Die merkwürdige Formel (7) führt uns wieder auf die Fourier'- 
schen Doppelintegrale zurück (vgl. die fünfte Vorlesung $ 9); ja wir 
haben in (7) gewissermassen das Fourier’sche Integral für complexe 
Variable. In speciellen Fällen geht (7) geradezu in jenes Integral 
über. Dort hatten wir, weil es sich um reelle Functionen handelte, 
die Cosinus, während hier die Exponentialfunction auftritt. 

Andrerseits stellt sich das Integral auch als Cauchy’sches Integral 
dar. Führen wir nämlich zuerst die Integration in Bezug auf œ durch, 
so entsteht 


RE. =% 
ow A (E) <a, 
y=— > = 
und aus der Bedingung x < & folgt, dass der Exponent für œ = po 


einen unendlich grossen, negativen reellen Theil hat. Man findet daher 


€ 0(«— $) 


Petr? 
(8) FO =— gu a Fo) S 


E dz 

y=— o0 
oder 

de 

r 1 F 0. 
(8*) F($e*: = SE we dz 
y=+ a 

Setzt man statt F(z) 


ein, so kann man auch schreiben 


Dt ia ae 
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ver 
.co_ıl ce, 
& 2ni,) 2(2— &) 4 
y=+» 


wo dann vorauszusetzen ist, dass @(z) für positive, beliebig grosse x 
unter einer endlichen Grenze bleibt. 

Wäre die Integration auf der linken Seite von (8*) statt gerad- 
linig von x + ©: bis x — œ. i über den Umfang irgend eines ge- 
schlossenen Gebietes ausgedehnt worden, in dessen Innerem F(z) keinen 
Unendlichkeitspunkt besitzt, so würde die letzte Formel dem Cauchy’- 
schen Integrale entsprechen. 

Wenn wir also nachweisen, dass die Integration über einen Halb- 
kreis um 2=x2-+0.i mit unendlich grossem Radius von y = — œ 
bis 2=-+ œ erstreckt, den Werth O giebt, dann steht die letzte 
Formel wirklich unter dem Bereiche des Cauchy’schen Integrals. 

Wir wollen daher das Integral 


w 


æ J eo —4,)3 
z F (aje? A: z=0 en s% 
Ja en da=, TER d log z 


über diesen Halbkreis erstrecken. Dabei haben wir 


z = x + Reri (x und R sind constant) 


d 1 . 1 Be e z 
zu setzen, und v ist von — . bis + } stetig überzuführen. Die 


Summe im Zähler des Integranden wird stets endlich bleiben, da die 
Reihe für zF(z) unbedingt convergent, also die Summe der c, endlich 
ist, und da die Exponenten einen negativen reellen Theil haben. Der 
Nenner wird bei der Bezeichnung 
g= & En oe“ ni 
als absoluten Betrag den Werth 
VF? — 2 Rọ cos2(v — a)n + ọ? 

haben, und dieser Werth liegt zwischen R+ ọ und R— ọ und wächst 
also mit wachsendem Fè zugleich über alle Grenzen. Endlich wird 

2zido 

vni % 
e + E 
Es muss sich daher mit wachsendem R der absolute Betrag des Inte- 
granden und damit auch das Integral selbst der Null nähern. Damit 
ist bewiesen, dass (7) auch als Cauchy’sches Integral aufgefasst werden 
kann und sich direet aus ihm ableiten lässt. Das zeigt wieder die weit- 
tragende Bedeutung dieses Integrals. 


d log z = 
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7. è 
Beginnt man bei der Integration von (7) mit dem inneren Inte- 
grale nach z und berücksichtigt die erste Gleichung auf $. 220 
jpo n 
1 3 ` 
Oz = Cx (ån < 0 Z inti), 


y=— 2 0 


n 


so geht (7), wenn man die Summe > C, = S, der c,, welche als dis- 


0 
continuirliche Function von œ auftritt, mit P(w) bezeichnet, in 


F($) = |i w(o)do 
pn 
über. Dieses Integral denken wir uns nun in partielle Integrale zerlegt, 
deren Bereiche von A, bis A,, von 4, bis A,, ... gehen. Dann wird 
P(w) nach der obigen Formel für das erste den Werth sọ, für das zweite 
den Werth s,, ... haben: d. h. es entsteht 
2 a 
F(= s, fe ide + s, ftda Hoe, 
i 2 


wobei die s constante Werthe besitzen. Somit brieht unser Doppel- 
integral, wenn man zuerst nach 2 integrirt, von selbst in eine Reihe 
auseinander, während man das Cauchy’sche Integral erhält, wenn man 
mit der Integration nach œ beginnt. 

Von unserem jetzigen Standpunkte aus erklärt sich auch die am 
Schlusse von $ 4 hervorgehobene Thatsache. Wir sehen hier, dass 
die A, als die Unstetigkeitsstellen der Function 


var 
Sroe:as 


ETR 


1 


2ni 


erscheinen; und dies zeigt uns, dass wir viel mehr erhalten, als wir 
gefordert hatten. Wir suchten nur die Coefficienten c, und erhalten 
ausser ihnen noch die A,. 

Man sieht, dass die gewöhnlichen, nach ganzen Potenzen fort- 
schreitenden Reihen ein specieller Fall unserer Reihen sind. Dabei 
treten die ganzen Zahlen als die Unstetigkeitspunkte auf, und e~? ist 
gleich der Basis der Potenzen zu setzen. 
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$ 8. 


Wir wollen die letzten Betrachtungen am Beispiele derjenigen 
Functionen erläutern, für welche reelle Entwickelungen nach Cosinus 
oder nach Sinus von Vielfachen des Bogens bestehen, nämlich an 


g (v) => a, COSUnV, Yv) => bn sin vav . 
0 0 


Dabei sei g(0)—=0, und unpı > Un; Yapı > Vaj alle u, v sollen als 
positiv vorausgesetzt werden, die mit » ins Unendliche gehen. Mul- 
tiplicirt man nun @(v) und (v) mit den Factoren 


k dv 1 dv 
— sin øv — bezw. — cos v — 
m v Te v 


(un <m< Unta) (mei [<< Wa) 


und integrirt dann nach v von — œ bis + œœ, so erhält man unter 
Berücksichtigung der Gleichung (3) aus dem ersten Paragraphen 


1 Jo sin Øv = — pA (un < O < unti) 
ks 0 


und 
E lv = 
1 
1 Ivo) CoS OV — = > b, ro k,)- 
a ; n 


Dabei setzen wir die Convergenz der Reihen auf der rechten Seite 
voraus und wollen im Folgenden der Kürze wegen 


g (v) y (v) ’ 
Fake (v), - = W (v) 


} 


schreiben. Wenn ® (v), #,(v) beliebige Funetionen bezeichnen, dann 
wird 


ra „ro a 
iJ p, (@)do | o4) sinvødv = (m + @ + + “| ®,0)do, 


Ma—1 = 


Ha—ı 
HL ar ata 
rj w(w)do f P (v) cosvøodv = (ba + bapi +-+ A, w (o)do. 
Vat — 0 


Ya—1 


Summirt man von =l] bis «=r, und fügt noch die von O bis uy 


bezw. v, genommenen Integrale nach œ hinzu, dann entsteht 
Kronecker, Integrale. 15 
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æ My r Es 
1 (av fowo) sin vo do —- Du, [8,0)do, 
AN; 0 My 


1 faf P (v) P (0) cosvodo => b, J Po)do. 
— 0 0 p 0 


Wenn insbesondere 

(v) = sinuw, P (0) = cosum 
ist, dann wird das erste Resultat, falls man zugleich r ins Unendliche 
gehen lässt, folgende Gestalt annehmen: 


r=% z4=0 


ifaj D(v)sinvo sinuo do = — lim D a(cosuu, — Cosu uy) > 
an 


wW g 
a, COS u,u 2 COS uw, 
= ——— — lim de 
u 


U 
z—=0 r=2,—0 


und da nach der Voraussetzung 


< COS uu u z 
D'a Sein, ar und 2% —9(0)=0 


0 
ist, so giebt dies 


+» œ 
1 fa (v) sin vo sin uodo = (u). 


In gleicher Weise folgt aus der zweiten Zeile dieser Seite 


W ao © a 
TUN & sınuv, 
z Jw | Pe) cosvo cosuodo = > %— = Pu). 
ja o x=0 


Weil ferner sin vø - sinuo und cosvo - cosu@ gerade Functionen von 
œw sind, so können wir die Schlussbemerkungen aus Vorlesung 1, 
$ 6, V benutzen, und ihnen zufolge 


+» 
2x (u) - / fow sinvo sinundwodv, 


und +o 
2m P(u) =f fro cosvo cosuwdadv 


schreiben. Den Annahmen gemäss, die wir durch die Darstellung von 
p(w) und y(v) gemacht haben, ist P(v) eine ungerade und #(v) eine 
gerade Function, und daher sind ®(v) cosvwo, #(v) sinvw ungerade 
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Funetionen von v. Nach den eben angeführten Bemerkungen der ersten 
Vorlesung ist also 


+» 
0 =J D(v) cosvw cosumdwdv, 


und die beiden vorhergehenden Formeln gehen durch Addition mit den 
entsprechenden beiden letzten, in 


2x (u) -f foo cos (u — v)wdvdo 


und +» 
27 P (u) =Í) W (v) cos (u — v)odv dw 


über. Durch Addition dieser beiden Gleichungen kann man die Be- 
schränkung, dass ® ungerade und % gerade sein muss, beseitigen. 


Setzen wir Blu) + E(u) = F(u), 


so wird u: 
2x F(u) -/ fro cos (u — v)wdvdo. 


Dadurch sind wir direct auf das Fourier’sche Doppelintegral zurück- 
gekommen. 


Integrirt man hierin zuerst nach œ, so wird die rechte Seite 


— lim 2 Te T 


w= D 
— 0 


also zum Dirichlet’schen Integrale. 
Iıtegrirt man dagegen zuerst nach v, so kommt 


cos (u — v)wdv 
le @, COS U,® + sur. v) cos — v)o 2? 


heraus. Das innere oS zerfällt dabei in 


sm uo COS U 0 
E = A, COS u,v SIN V © dV de S b, sin vv cosvodv, 


x=0 


15* 
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denn die weggelassenen Glieder geben Null, da ihr Integrand eine un- 
gerade Function ist. Hier können wir nun wieder die Formel (3) des 
discontinuirlichen Factors anwenden. Ist |o|<u,, dann verschwindet 
das erste Integral; ist |» > v,, dann verschwindet das zweite Integral. 
Danach entsteht für das Doppelintegral unter Berücksichtigung der 
am Anfange des en gemachten Annahme, dass Na, = 0 ist, 


5 fa do - a,x snuo + PA $ fr b,n cos uw 


O uy 


a ee cos u + i Spor e u cN 


So bricht also auch hier das Integral in einzelne Theile auseinander. 

Dass alle diese Entwickelungen von einem gemeinsamen Centrum 
ausgehen oder dahin zusammenlaufen, konnte erst bei der Ausdehnung 
der Betrachtungen auf zweifache Integrale gezeigt werden. Aber auch 
auf sie können wir uns nicht beschränken; wir müssen zu mehrfachen 
Integralen übergehen, und dies soll in der nächsten Vorlesung ge- 
schehen. 


Vierzehnte Vorlesung. 


Mehrfache Integrale. — Transformation bei dreifachen Integralen. — Auffassung 

mehrfacher Integrale als Grenzwerthe mehrfacher Summen. — Transformation n- 

facher Integrale. — Beispiel. — Historisches. — Ueber Elimination. — Volum- 

berechnung des allgemeinen Prismatoids. — Euler’sche Integrale. — T-Functionen. 

— Berechnung verschiedener Volumina. — Fundamental - Eigenschaften der T- 
Functionen. — Gauss’sche Productformel. 


gL 


Wir beginnen unsere Betrachtungen über die mehrfachen Integrale 
mit der Transformation dreifacher Integrale. 
Wir wollen von folgender Definition ausgehen: Es sei 


(1) [rev adzayd: = I 
diejenige Function von x,y,z, für welche die Gleichung 
o” J 


Fady Tv, 2) 


gilt. f(x, y,2) soll eindeutig und stetig sein. 

Wir nehmen an, dass die Integration mit z beginnt, dann nach y 
und endlich nach x durchgeführt werde. Entsprechend wollen wir auch 
die Transformation des Integrals zuerst nach z vornehmen. Unsere Ab- 
sieht ist es, an die Stelle der drei Variablen x, y,2 drei andere £, y, & 
einzuführen. 

Dabei setzen wir fest, dass 


(2) s= g(,9,9, y =v, n, E) a= xG, n, $) 

eindeutige Functionen von 8, y, & seien, die so beschaffen sind, dass 
auch umgekehrt zu jedem reellen Werthsysteme von &, y, $ nur ein 
reelles Werthsystem von x, y, z gehört — wenn auch nur m gewissen 
Gebieten —; dass also in diesen Gebieten gegenseitige Eindeutigkeit 
des Entsprechens der Werthe-Tripel stattfindet. 

Betrachten wir jetzt z als Function von x, y, &, dann können wir 
immer noch die Gleichungen (2) als gültig ansehen; aber von diesem 
Gesichtspunkte aus sind & und 7 nur Vermittler des Abhängigkeitsverhält- 
nisses zwischen x,y,z und z,%,& Wir haben dann nur das einfache 


e—a 
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Integral nach z zu transformiren; und dies A vermittels unserer 
früheren Methoden. Wir müssen dz durch ° z dt ersetzen und also die 


partielle Ableitung von z nach & nl wobei natürlich x und y 
als Constanten zu gelten haben. Dabei entsteht durch Differentiation 
nach & aus (2) 


O= p aet PaE E Po 
o= y3 +62 T Fts 


62 
B-natm AE ts, 


worin, bei ähnlicher Bezeichnung wie wir sie früher gebrauchten, 
öp ep pP, 
Pa ra Far A 


sein soll. Dieses Gleichungssystem liefert 


Pı Pe P; 
7i a| Pi h h), 
E AE %]| 
und mithin wird zunächst 
: ; |Pı 9 at 
J= [avay | fg, v, n) |v: > N su E- >] 
Xi 


Von den Determinanten ist hier, wie se nur der absolute Werth 
einzutragen. Die in f und in die Determinanten eintretenden Grössen 
& und n spielen lediglich eine auf (2) gestützte Vermittlerrolle. 

Der weitere Theil der Aufgabe ist nach Veränderung der Inte- 
grationsfolge die Transformation des zweifachen Integrals 


9 P2? Pz | _ dedy 
Sio, v, n vı va vs | LA P — P Y | 
Xı X2 xsl 


I 


mittels der beiden ersten Gleichungen von (2), in denen jetzt & als 
Constante aufzufassen ist. Diese Aufgabe haben wir schon gelöst (Vor- 
lesung 2, $ 5). Benutzt man das dabei gefundene Resultat, so erhalten 
wir als Endresultat für unsere Transformation 


lPi Ps Ps | 
Y, WPa WPs 
Ki Aa. Ka 


Zu beachten ist, dass von der Determinante nur der absolute Werth 


(8) T= ffo ', x) 


ee 
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auftritt und ferner, dass dieselbe nicht verschwinden darf. In diesem 
Falle wären nämlich die drei Functionen o, Y, y nicht von einander 
unabhängig. 


§ 2. 
Bei unseren Betrachtungen wurde vorausgesetzt, dass es wirklich 
eine Function J = F(x,y, z) giebt, die der Forderung 
o F(x, yY, 2) - iż 
Ka. H2 = f(z, Y, 2) 


a 
owoyoz 


genügt. Ist dies der Fall, dann nähert sich die dreifache Summe 


Dar a Zon) (Yar+2 = Yar) (22142 = za)f(@eı-+ı » Y2k+1; Zaıtı 
hık.d . 
dem Integralwerthe J, wenn man alle Intervalle immer kleiner werden, 
und die Summation in ähnlicher Weise wie bei den einfachen und den 
zweifachen Integralen über das ganze Gebiet der Integration sich er- 
strecken lässt. Dies würde bei constanten Grenzen die einfache Dar- 


stellung a a 0 
(4) J=] dz fay faerc, Y, 2) 
o bo Co 


entsprechend der früheren Schreibweise geben. Der Beweis für die 
Behauptung einer solchen Annäherung ist dem, bei den einfachen Inte- 
gralen gegebenen ganz analog. 

Die Definition des dreifachen Integrals haben wir auch hier nicht 
aus dem Grenzwerthe der Summe entnommen, da über seine Existenz 
ohne besondere Voraussetzungen nichts bekannt ist. Ist ein solcher 
Grenzwerth aber vorhanden, dann kann er allerdings in allen Glei- 
chungen an die Stelle des Integrals gesetzt werden. 

Hat man keine festen Grenzen, sondern als Integrationsbedingung 
für die Festlegung des Gebietes nur die Ungleichung 
(4*) F&@y2)<0, 
welcher die drei Variablen zu unterwerfen sind, dann kann man bei 
der für das Integral zu setzenden Summe nicht mehr wie in (4) die Aus- 
dehnung der Summation für die einzelnen Variablen bestimmen. Das 
einfachste Auskunftsmittel scheint hier die Einführung neuer Variablen 
E, y, & zu sein, durch die das neue Gebiet ein Parallelopiped wird; das 
würde also eine Abbildung des Gebietes (4*) auf das Parallelopiped 
sein. Allein das ist nicht immer der bequemste Weg; es liegen in der 
passenden Wahl der Funetionen g, y, x manche Schwierigkeiten. 

Häufig gelangt man durch die Dirichlet’sche Methode des dis- 
eontinuirlichen Factors, dessen Gebrauch in der letzten Vorlesung 


re ee. 2 ae 
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angedeutet wurde, zum Ziel. Wir gehen in § 5 genauer darauf ein und 
werden, da sich die Aufgabe, an der wir es zeigen wollen, ohne Mühe 
auf n-fache Integrale übertragen lässt, die Behandlung gleich in diesem 
Sinne durchführen. Dazu muss jedoch erst die Umformung n-facher 
Integrale bei der Transformation der n Variablen, analog derjenigen 
bei zwei- und dreifachen Integralen gezeigt werden. 


898. 


Wir denken uns in dem ähnlich definirten »-fachen Integrale 


Ti MOER aan ANU 10 


zunächst im Innern das einfache Integral 


Sienta: Bype ss in) AZn 


abgesondert und führen hierin für z, die neue Variable &, ein, welche 
durch die Gleichungen 
pl bn) %—1,2,...n) 
mit den z verbunden ist. Es sollen dabei wieder die z eindeutige 
Functionen der &, und die & eben solche der z sein; d. h. wenigstens 
innerhalb gewisser Gebiete soll jedem Werthsystem 2,,...7, nur ein 
Werthsystem &,,...&, entsprechen und umgekehrt. z, ist zunächst als 
Function von 2, 23, :-:2n—ı1, Én zu betrachten, und daraus ist 
02, 


da = -dén 
zu bestimmen. Bezeichnet man die pe Ableitung 
69, 
ô$, — Qu; 


so folgt frrA=1,2,...n —1 
08 ô$, nn 
page +p gg tt man H Pra = 0, 


und ferner ist 


08, 68, gen 02, 
Prigge t Pur, re ERLERNT; JA EPn ag» 
denn im innern Integrale gelten #,, 2,, -:.2n—ı als constante Grössen. 
Aus diesem Gleichungssysteme resultirt dann 
0%  |Pul i, k=1,2,...n 
riet We nao 


und daher 
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| Piz 


J = dz, + L SEA E Pa—ir Pr) 7 p gall 


? 


wo die ø als Functionen von 2,,2,,- .- 2-1, & aufzufassen sind. 

Nun benutzen wir den Schluss von (n — 1) auf n, indem wir an- 
nehmen, was in den Fällen n=2 und n = 3 schon bewiesen ist, dass 
ein (n — 1)-faches Integral 

ja + dan iIe ni) 
durch die Substitution 
= Palp- &a—ı) (x =1,2,... n — 1) 
in das Integral 
Jas ddr - - - Wa—1) [Pon (h=1,2,...2— 1) 
umgeformt werde Führen wir in der letzten Form von J die Inte- 
gration nach é, an letzter Stelle durch und setzen 


Iler -+ 2-1) = (P1 - + < Pa—1, Pr) 
Vl, PR a) une p lEn .. ll, IR 


wobei &, als constant anzusehen ist, dann entsteht das Schlussresultat 
=, n en) 
(5) » 
= fat dta Aos -o pa) pisl (G, k= 1,2.. -n)- 


Die Eindeutigkeit der Transformation verlangt wieder, dass die Deter- 
ıninante im ganzen Integrationsgebiete von Null verschieden sei. 

Wir wollen noch bemerken, dass unter der Voraussetzung der 
Existenz einer Function, welche der Gleichung 


DAE 


0 EX, 5.2.28) ; 
Tan, ATT 


genügt, die »-fache Summe 


n 
STR ey Alam His: ) ] (2i, 2m2 — Bi, 2r) 
h t=1 


sich dem obigen n-fachen Integrale nähert, wenn die Abstände 
(2, 2% 42 — St, 2h) 


immer kleiner gemacht werden, und die Summe stets über alle Theile 
des Integrationsgebietes erstreckt wird. 
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SA. 


Ein Beispiel möge die Transformationsformel erläutern. 
In 


Nreandz..-a.. (2< o) 


1 
bedeute r den Ausdruck (I'%)?, und die Integration erstrecke sich 
über alle Systeme z, für die r < ọ ist, d. h. also über das Volumen 
einer -fachen sphärischen Mannigfaltigkeit. Wir führen n neue 
Veränderliche r, %,%,,...%,—ı durch die Gleichungen 


n 


2 = tur; Du=ı k=1,...n) 
1 


ein. Dabei geht r von O bis ọ, und u, ist durch die Summengleichung 
bestimmt. Man findet durch Differentiation 


dzy = rdu; + udr (Velen 
da= — r (+ a) y upr. 


Die Functionaldeterminante | p;x | wird dabei 


U, 7, Un.) | U FE 0) 
OF 0, at) | tt, Br: ® 
N | 
veh 0; De er pr o 0 0; ri 
e e 
7 ru, "lg E PEEPI | > w 
ny ? aan A Fo 
u, Un Ha er Öl eA 
U 


und also wırd ik zu f Unter Benutzung dieses Werthes folgt 
p g 8 


U, 


für das betrachtete Integral das Transformationsresultat 


n—1 


g 
< x du, dig .-.du,_ T 
Jeta) — ( j u =< 1), 
n 
0 


1 


oder, wenn wir das von f unabhängige letzte Integral, welches in den 
Fällen v = 2 und 3 zu 2x bezw. 4x wird, mit © bezeichnen, dann re- 
dueirt sich das obige n-fache Integral auf das einfache 


$ 
a fr- 1f(r)dr 
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Ueber die Bedeutung von © vergleiche man den $ 7 der fünfzehnten 
Vorlesung. Hier sei nur daran erinnert, dass bei der Berechnung des 
Integrals die Vorzeicheneombinationen der 4; zu berücksichtigen sind. 


85. 

Die ganze Deduction des dritten Paragraphen ist von Jacobi 
in der Abhandlung „De determinantibus functionalibus“ (Werke III 
S. 393 — 438) zum ersten Male begrifflich und rechnerisch formal ab- 
geschlossen gegeben worden. Für dreifache Integrale hatte bereits 
Lagrange die Transformation durchgeführt; aber der Begriff und das 
Wort Funetional-Determinante treten erst bei Jacobi auf. Die 
Engländer gebrauchen zur Bezeichnung dieser Determinante häufig den 
Ausdruck Jacobian. In Jacobi’s Aufsatze ist nicht beachtet, dass 
bei der Transformation der Integrale immer nur der absolute Werth 
der Funetionaldeterminante eine Rolle spielt, weil nämlich die Reihen- 
folge der Integration einflusslos sein muss. 

Bei der Herleitung, wie sie bei Jacobi steht und in die meisten 
Lehrbücher aufgenommen ist, muss man ferner beachten, dass die 
Möglichkeit der Elimination der Variablen aus den gegebenen Glei- 
chungen vorausgesetzt ist. Jacobi drückt sich einmal direet so aus, 
dass man &,&,...&—ı eliminiren könne. Eine solche Voraussetzung 
ist aber nicht immer statthaft (vgl. Crelle’s Journ. f. d. r. u. ang. 
Math. Bd. 72 „Bemerkungen zur Determinantentheorie“ II, § 2). Denn 
es giebt Beziehungen zwischen Grössen, welche durch Beziehungen zu 
andern Grössen vermittelt sind, und bei deren Definition eine solche 
Vermittelung unvermeidlich ist, d. h. also, es giebt Fälle, in denen 
eine Elimination nicht angeht. Dies zeigt das folgende einfache Beispiel: 


z= sm2tr, y = sih2atin, 


worin für «œ irgend eine beliebige Grösse gewählt sein darf. Durch 
die beiden Gleichungen wird sicher ein Abhängigkeitsverhältniss zwischen 
x und y festgestellt, und zusammengehörige Werthepaare lassen sich aus 
trigonometrischen Tafeln entnehmen. Geben wir nun dem t eine Reihe 
von Werthen , ¿+ 1, Ł¢+ 2, ..., dann bleibt x dabei ungeändert, 
und wenn « eine rationale Grösse mit recht hohem Nenner ist, so ge- 
hören zu diesem x sehr viele Werthe von y; ist œ irrational, dann 
können die Werthe von y jeden beliebigen echten Bruch erreichen. 
Wollte man einwerfen, dass streng &enommen nur eine beliebige An- 
näherung an jeden beliebigen Werth möglich sei, so wäre zu erwidern, 
dass von einer andern als einer angenäherten Berechnung bei diesem 
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Beispiele überhaupt ebenso wenig wie etwa bei der Berechnung eines 
willkürlichen Integrals die Rede sein kann. Die Vermittelung durch t 
ist eben unvermeidlich, und die Elimination 


y = sin|« are sin z] 


ist lediglich als eine formale Wendung und ein Ausweichen anzusehen. 

Das sind Ueberlegungen, die geeignet sind, ihre Schatten auch auf 
andere Gebiete zu werfen und z. B. die Frage zu berühren, ob man ein- 
zelne Abel’sche Integrale umkehren solle oder nicht. Herr Casorati 
hat sich eingehend mit dieser Frage beschäftigt (Comptes rendus 1863, 
Decembre; 1864 Janvier; Milan 1885 u. s. w.), und glaubt sie im Gegen- 
satze zu Jacobi bejahend beantworten zu müssen. Das sind aber 
lediglich Wortkämpfe. In der Mechanik treten freilich solche Forderungen 
auf, aber da liegt, wenn der Integralwerthi gegeben ist, auch kein 
Zweifel vor, weil es sich eben nur um reelle Werthe handelt. Die Frage 
ist jedoch bei theoretischen Erörterungen die, ob es denn auch zu 
wirklich schönen Resultaten kommt? Von diesem Gesichtspunkte aus 
hat Jacobi, der herkulische Analyst, sie auch angesehen; und deswegen 
hat er auf die Behandlung der Umkehrung der einzelnen Integrale ver- 
ziehtet und sich lediglich mit der Umkehrung von Systemen solcher 
Integrale beschäftigt. Ja, diese Fragestellung ist gerade als eine seiner 
Meisterleistungen zu bezeichnen. 

Unsere Ableitung der Transformation hat sich von dem Begriffe 
der Elimination frei gehalten und nur die vollkommen correcte Ver- 
mittelung des Abhängigkeitsverhältnisses durch die &,,...&.—ı zu Hülfe 
genommen. 


§ 6. 

Wir wollen jetzt die in der vorigen Vorlesung angekündigte, hierher 
gehörige Aufgabe lösen, den „Inhalt“ des Gebildes im Gebiete von n 
Dimensionen zu bestimmen, welches dem Tetraeder im Raume von drei 
Dimensionen entspricht. Das bedeutet, der geometrischen Anschauung 
entkleidet, die Berechnung des Integrals 


finds, oa 
unter den n + 1 Grenzbedingungen 


Cio 4 cati F Gat: + Hamm > 0 (G=09,1,2,...n). 


Führt man die n Functionen 


Er = Co F Crt Heee e Chn En (2... ee) 
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in das Integral ein, so geht dies in 
Dal kur (,k=1,2,...n) 
mit den n + 1 Grenzbedingungen 
Co F orti Heee + Ortar >00; >O, a.) 
über, deren erste wir durch die Einführung der £ mm die Form 


Oar Cerar Sei 
gebracht denken können. Natürlich ist dabei vorauszusetzen, dass | c; | 
von Null verschieden ist. Wir führen mittels der Gleichungen 
a, 
6 


2i = — 


eine zweite Transformation durch. Dann verwandelt sich das Integral in 


o; 
AERO EA Jindni...de, (pP, 41 = ne 
und die letzte Bedingung für die & in 


atatr rm<l. 

Wir setzen ferner voraus, dass alle Systeme der x und damit auch 
diejenigen der £, welche dem Integrationsgebiete angehören, nur end- 
liche Coordinaten haben. Von den & steht also fest, dass sie positiv 
sind und der Beziehung 


1 (2 EEN A £ ) 
N 0,” + g 2 Re 2 g a 
genügen; umgekehrt gehören alle Systeme (E), deren Coordinaten diese Be- 


y 


dingungen erfüllen, zum Integrationsbereiche. Wäre nun etwa — q ne- 
o 


gativ, dann könnte man ë; beliebig gross positiv wählen und dazu ein 
System (&) des Integrationsbereiches bestimmen. Dies muss nach unserer 
Annahme vermieden werden; also müssen alle Coeffieienten in der 
Klammer negativ sein, und es sind demnach alle z; positiv. 

Der Quotient, mit dem das letzte Integral multiplieirt wird, ist 
offenbar positiv zu nehmen; deswegen haben wir ihn in die Vertical- 
striche eingeschlossen. Diesen Bruch wollen wir jetzt durch die cx} 
ausdrücken. 


Es bezeichne c;, das reciproke System der Ciz, so dass also an 
a 
n P) 

> CikCri = On (ai == ily Ay aoni) N ai 

i=l ` & 

Y A, 

N 
x$ 
s 
C 
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und 
n n 
’ $ 
= » Chiiktk = > CHi(&i — Cio) 
i, k=1 i=l 


wird. Dann haben wir als Bedingung für die ë die Ungleichung 


Coo p ConCril Ei — Cio) > O, 


h, i=1 


und es ist folglich 


0 Corn 
et k=1 2 
C n 
Coo — > Cor ki ĉio 
k, i=1 


Zähler und Nenner dieses letzten Ausdrucks lassen sich noch umwandeln. 
Entwickelt man die Determinante |c,, (p,q = 1,2,...n) nach den 
Elementen der At Zeile, so entsteht, da ckn|Cpọ! die Adjuncte von 
Chk ist, 


al =D n (cin lena) (h, P, q = 1, 2, an n) 5 


k=1 


und ersetzt man hierin die Elemente c,; durch die entsprechenden coz, 
so kommt 


n 
= = Cor(Cka | Ca)» 


E A ) = 


n i îi =1,2,... h — 1,0,4 La... 
DATA jagas [l = Oh 


Qi 


heraus. Dadurch ist die Umformung des Zählers gegeben. 
Multiplicirt man ferner den Nenner 


n 
C — TE > Cor CriCio 


k,i=1 


mit |cpa| (p,q = 1,2,... n), dann geht das Product 


Co | Cpa | = Coo | cpa | DAN Cpa | Cxi); 
k, i=1 
weil die letzte Klammer die Adjuncte von c;, enthält, in die einfache 


Determinante 
ĉr, | wel 
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über. Somit ergiebt sich für das ganze Integral die Darstellung 


(6) fis AN KU | f de,da . -dën 


dx, == = 
II pra | 
(oot S unao). (a>0; Da>ı), 
k=1ł i 


i r,s =0,1,...n 
(n= 0,1, EEH n 
M2; Pa 5 1, 2,...n 


SE 


Die gestellte Aufgabe ist also durch (6) auf die Berechnung des 
Integrals 


Jinde... as. (a>0; Da<ı) 
1 ; 


reducirt worden. Nach dem Vorgange von Dirichlet können wir 
gleich ein allgemeineres Integral behandeln, nämlich 


(1) Je zl ] ar de (a => 0; para 1; P, Q> 0) $ 
1 1 1 


Hier darf jedes der 2, höchstens von O bis 1 gehen. Um diese Be- 
schränkung zu beseitigen, und um die zweite Integrationsbedingung 
unter das Integral selbst zu bekommen, könnten wir dasselbe mit dem 
Jdiscontinuirlichen Factor multiplieiren, welcher durch die Gleichung 


1 (5 2e < 1) 
rpe ine eos ( ea dojdem ; 
\ 0 2 Zr > 1) 


geliefert wird. Wir entnehmen statt dessen aber lieber aus der drei- 
zehnten Vorlesung $ 1, (3*) die allgemeinere Formel 


5 4 1 (= 2A < 1) 
2 lim Je = P cos (Dar) dv = A 
=0 
| e) 
1 
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und bilden den Ausdruck 


> I 2° 
1 


n n 
r .„—ısin p 4 
im—Jfe ] Ja“ . e= cos(v > a) de] la: , 
m v 
e=0 1 1 1 


den wir dadurch handlıcher machen, dass wir statt des Cosinus die Ex- 
ponentialfunetion einsetzen: 


1 —(p+ vi) Der —(p— vi) Naz n £ 

1 Q9, —1 SIN V 

lm J € A E J] Ja” — erdvdz. 
1 


Wenn man nun durchmultiplieirt und die Exponentialfunction in 
Factoren zerlegt, dann handelt es sich bei den Integrationen nach jedem 
der z}, welches wir dabei durch £ ersetzen, um Glieder von der Form 

Me, 

0 
und dabei können wir uns auch noch auf die Betrachtung des einen 
Werthes p + vi beschränken. Dieses Integral gestalten wir durch die 
Einführung z = (p + vü)t in: 


a: “lag 

AN E 

um und benutzen für seine Berechnung den Cauchy’schen Satz. Wir 
integriren von z=+ œ, y =Q längs der reellen Axe bis in die Nähe 
des Nullpunktes x = £, y = 0, von da auf einer Parallelen zur Y-Axe 
bis zum Punkte &+ yt, dem Schnitt- 
punkte mit der Geraden z=pt+ vti 
und auf dieser entlang ins Unend- 
liche; dann schliesslich, wieder pa- 
rallel der Y-Axe, zum Ausgangs- 
punkte zurück. Da der Integrand 
für keinen Punkt des umschlossenen 
Gebietes unendlich gross wird, so 
ist die Summe der Integrationsresul- 
tate gleich Null, und da ferner der Integrand für unendlich grosse Werthe 
von z mit positivem x zu Null wird, so liefert das dritte Integral, 
welches über die unendlich ferne Gerade erstreckt wird, auch Null. 
Die Integration über die in der Nähe des Nullpunktes von z = e bis 
2=&e4ni gehende Strecke ergiebt, weil e~ daselbst durch Verringerung 
von è dem Werthe 1 beliebig nahe gebracht werden kann, 


Perla 


O E08 00+ oÈ 
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y=n 
f 


ae Sds =a gay" 
(p + fe de do + uni («+ yi) —o ; 


y=0 


Da g hier positiv ist, so wird mit n auch der Werth dieses Integrals 
nach Null convergiren. 

Somit bleibt nur das über z = pt, y=vt erstreckte Integral 
nebst dem längs der X-Axe genommenen übrig, und es wird, wenn 
man für x = e zur Grenze Null geht, 


W w% 


1 f : 1 
tt fern feram 0). 
to: RE Do: $ de (p,4>0) 


§ 8. 

Das Integral auf der rechten Seite hat von Legendre den Namen 
des Euler'schen Integrals zweiter Gattung und die Bezeichnung 
T(q) erhalten. Gauss hat für dasselbe eine andere Bezeichnung ge- 
braucht, aber wir schliessen uns hier, wie Dirichlet, an Legendre an. 

Unter Verwendung des Buchstabens I’ wird das Integral, von dem 
wir ausgingen, 


einer aa E A 
y =0 x ax „Zik 
> dai (p +vi (p—vi) 


Falls eins der g keine ganze Zahl ist, muss die Potenz von p + vi so 
bestimmt werden, dass 


. v 
iq arc tg — 
e P 


L 
WELL En Io Mer 
wird, und dabei ist der Bogen zwischen — S und + Š zu nehmen. 


Das folgt aus der Betrachtung des bei der Integration eingeschlagenen 
Weges. Die Gerade z = (p + vi)t musste rechts von der lateralen 


Axe vom Nullpunkte aus ins Unendliche gehen. Es liegt also arc tang 2 
d. h. der Winkel, den diese Halbgerade mit der reellen Axe bildet, 


: m . . m . . 
zwischen + > und — .: Aehnliches gilt für die Potenz von p— vi. 


Kronecker, Integrale. 16 
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Dirichlet hat bemerkt, dass die rechte Seite der obigen Integral- 
formel ungeändert bleibt, wenn man das n-fache Integral links durch 
ein ähnlich gebildetes einfaches ersetzt, in welchem nur Æq an die 
Stelle des q tritt. Denn man hat ja als Specialfall die Formel 


a dz 


J 


1 $ 3 sin v A. 1 
=ir( )ı Jeet - lv- 
PR a EER 


Do (p—v) 


Dividirt man die erste der beiden Integralformeln durch diese zweite, 
dan» kommt als Schlussresultat 


heraus. 

So lässt sich also das n-fache Integral als das Product eines ein- 
fachen Integrals mit einem Quotienten aus T-Functionen ausdrücken. 
Nimmt man die T-Funetionen als bekannt an, dann ist hierdurch das 
n-fache Integral auf ein einfaches redueirt. 


89. 


Für besondere Fälle gestaltet sich das Resultat viel einfacher. Sind 
alle q gleich 1, so ergiebt sich unter Berücksichtigung der Formel 


ri) = feas =1 
0 
das Resultat 
è -2 Dr 1 2 
fe L dje: ABr = Tù frea 
y o 
(a> 0, Du < ı) . 
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Durch fortgesetzte partielle Integration des Integrals rechts erhält man 
die Darstellung der linken Seite in die Reihe 


Pan n—i (n — 1)(n — 3) ZEN. 
-ja E 


Ist qu = 1 (x = 1, 2,... n), und ferner p = 0, dann folgt aus (8) 


1 
> 7 f ; 
Jinin dd, = Taù Sea ns 
0 


n 


= 
(>o, Saa) 
1 


und der Werth von T(n) ergiebt sich wieder durch partielle Inte- 
gration aus 


el 


T (a + n) = (rat td = (a+n—1)I(a+n-— 1) 
0 
als 


T(n) = (n — 1)F(n — 1) = (n — 1)! r(1) = (n — 1)! 


Es wird also schliesslich, und damit erhalten wir die definitive Lösung 
der Aufgabe des sechsten Paragraphen, 


n 


(9) Jinin... an= (a>o0, Da<ı). 
1 


$ 10. 


Wir kehren jetzt zu, unserer allgemeinen Integralformel (8) zurück 
und specidisiren sie in der Art, dass wir p gleich O setzen, die q da- 
gegen allgemein lassen; dann entsteht 


—1 
ur de; = — 


r(Sa) Šu z r(1 +34) 


— o 


7 $ Io | II 
1 1 
(10) i 


n 
(a> Şa <1) 


1 


Führt man hier die Integration links in Bezug auf eine der Variablen, 
etwa auf z, aus, so entsteht 
16* 
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, a1 m—ı 1 q, 
Ja 5 I AET (1 tF 2i ETUDE Y a "da, A dz,_, 


H 


11 
( ) = In ae A , 
T (1 + > u) 
1 
wobei die z, alle positiven Werthe durchlaufen, für welche z, +: 
— An < 1. ist. 
Es ergiebt sich insbesondere für n = 2 


1 


T'(q,) T'(9; 
EEE 
0 


hierbei sind die Grenzbedingungen bereits durch die Grenzen des 
Integrals richtig ausgedrückt. Die letzte Formel nimmt in anderer 
Schreibweise die bekannte Gestalt an: 


1 


è - Tr 
(12) fear (p,4>0). 


Q 


Man hat dies Integral das Euler’sche Integral erster Gattung 
genannt und mit B(p,g) bezeichnet, während F(p) das Euler’sche 
Integral zweiter Gattung heisst. Da aber die Function P mittels (12) 
auf I redueirt werden kann, so genügt die Einführung von einer der 
beiden Funetionen; und als solche wählen wir, wie dies gewöhnlich ge- 


schieht, I'‘(p). 


Salt? 


Die Formel (10) lässt sich zur Berechnung einer ganzen Reihe 
von körperlichen Inhalten benutzen. Wir setzen a 


ZN“ Th 
a=(2) ‚4-4 (a>0, a> 0) 


Ck 


und erhalten dann aus (10) 


H 
» Sea: 
n ak : el; - 
kh 2G =) a) 


Ka in Su 
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und für r, = 1 
nf! 
JIT E 
1 (=) 


a n A 
(13*) Jin... de=] ] E r 
(te) a 
T 


Das giebt den körperlichen Inhalt eines Gebietes, welches von der 
(n—1)-fachen Mannigfaltigkeit 
n N GE 
ORE 
TAA - 
und von den ebenen Mannigfaltigkeiten, welche den Coordinaten-Ebenen 
entsprechen, begrenzt ist; dabei ist der Theil mit nur positiven Coordi- 
naten zu wählen. Im Falle n = 3 und 4 = 2 erhält man ein von 
den Flächen 
fr 2 x 2 í 2 
B +E +E =i n=, nmo anmo @>0) 
umschlossenes Gebiet, also einen Ellipsoid-Octanten. 
Als weitere Specialfälle seien noch folgende aufgeführt. 
a, = 4 giebt 


J dade, dt, = 2 


(#0. z(e- 1) 


e 


Um also das von der gesammten Fläche 


z,\* Bye Aa 

GA F aa 
umschlossene Volumen V zu bestimmen, hat man nur dieses Resultat 
mit 8 zu multipliciren. Man bekommt daher 


a 
| 


1 3 
— %00 SA 
HS 3 
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g 12. 


Da die T-Functionen in der Geschichte der Mathematik eine grosse 
Rolle gespielt haben und zum Theil noch spielen, wollen wir im An- 
schlusse an die vorhergehenden Untersuchungen 
einige weiteren Eigenschaften derselben ab- 
leiten. 

Wir machen, ähnlich wie im fünften Para- 
graphen, eine Integration vn z=R-+0-i 
aus bs 2=o-+ 0::i auf der X-Axe, um- 

, gehen auf einem Viertelkreise mit dem Radius 
|, ọ den Nullpunkt, integriren weiter in der posi- 
tiven Y-Axe bs z = 0 + Ri und endlich auf 
einem Viertelkreise mit dem Radius R bis zum Ausgangspunkte zurück. 


e À D - i 
Dabei lassen wir R und m ins Unendliche zunehmen. Setzen wir 


0 <q< 1 voraus, dann verschwinden die beiden über die Kreisbögen 
erstreckten Integrale, und es kommt 


Jyri = | eaid (0<g<1) 


0 
und also 


(14) Jeryiy = ro (0<q<1) 
0 


heraus. 
Trennen wir hier das Reelle vom Imaginären, so folgt 


Josy - yi—tdy = cos 2 I(g), 
(15) ah Waga 


fso y: y—tdy = sin au Tg). 
0 
Aus diesen beiden Gleichungen lässt sich dann weiter 


a r 
ə ni 


(14%) Sem Tro @<a<ı 
zusammensetzen, und (14) und (14*) liefern bei der Einführung von sy 
statt y, vereinigt 
9 1 sgn 2 
(16) Sera en e | m a) 
S 


0 


Oaa h 
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woraus dann bei der Trennung des Reellen vom Imaginären als Er- 
weiterung der Gleichungen (15) 


Jossy yı-!dy= cos = A 


(i) 


ar) O<g<1) 


W 


fsinsy -y1—"dy = sgn s- sin 1x Pr 


n 
entsteht. Diese beiden Formeln geben wieder Veranlassung zur Bildung 
eines zur Factors. Multiplieirt man nämlich die erste von 


ihnen mit sin 7 ~, die zweite mit cos 17 und addirt die Resultate, dann 
bekommt man 
(18) fs («3 -+ sy) -3 yzidy = sin lern re Ein: 
(0<q<1). 
2 
Setzt man hierin etwa s= 1 — 2 _ 2 -— i dann wird das 
a b P 


Integral für jeden Punkt ausserhalb des Ellipsoids s = O verschwinden. 


§ 13. 


Weitere Eigenschaften der I-Function erhalten wir, wenn in (12) 
q und 1 — q für p und q gesetzt wird. Das giebt, da p, g > 0 waren, 


a) TOU -ìs faa Ade (0<4<1), 


wobei bemerkt werden mag, dass sich die rechte Seite nicht ändert, 
wenn man 1 — q für q einträgt, so dass also 


Jaa — 2)2dz = [ru — 2)!71d2 
0 0 


wird. Nun substituiren wir in (19) 


CRA FE 
TEE Ser SA Pi 


und erhalten dadurch 


rd 
JE w =rora— a): (0 <g <1). 
0 
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Den Werth des Products rechts kann man durch Reihenentwickelung 
des Integrals ermitteln. Des Nenners wegen müssen wir nach steigenden 
Potenzen von y zwischen Null und 1, dagegen nach fallenden von y 
zwischen 1 und œ entwickeln, und wir schreiben deswegen für das Inte- 
gral links die Summe 


1 n 
re Pr~ 
A E 1+y 


und führen in das zweite Integral ` für y ein. Daraus entnehmen 
wir, unter Benutzung der Formel (5) Vorles. 5, § 2, 


b. q—1 Bw = = i 
J = dy =j 4 i dy =f > pre + ydy 
© 9 a u 


E- >= 1%} oZ o ā n 
F k+qg singz 0 <q4<1), 
und es wird daher 


(20) rra — a) = (0<g4<1) 


singz 


Diese Formel kann übrigens auch auf vielen anderen Wegen bewiesen 
werden. 


Speciell für q = giebt sie r(}) =| Vx], A 
k Ik n—k n 
n ” Tem » (7 r(ż)r{ =) 
sin 
š$ H. 


Aus (20) kann man ein allgemeineres Resultat herleiten. Nimmt 
man in dem Producte 


2 k TE a VE T a a 
je zwei Factoren I (=) und I ea] zusammen, wobei für ein gerades 
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“ n das mittlere Glied =} =T (+) = | Vx | zurückbleibt, dann wird 
dieses Produet gleich 


n—1 n—2 1 


je nachdem » ungerade oder gerade ist. 
Aus den Elementen der Analysis ist die Formel 


n—1 


s» AHT 
] [2 sin =n 


k=1 
bekannt, und da sin « = sin (x — «) ist, so kann man 


n—1 n—2 


2 2 
< KEN? E T AC 
[Cs =n» oder 2J [esn =n 
n n 
k=1 


k=1 


setzen, je nachdem v ungerade oder gerade ist. Sowohl bei geradem 
wie bei ungeradem n findet man also 


= —1 
n—1 = n Ei 


(21) Mro- Sn ra h 


Dies ist wieder nur ein specieller Fall einer allgemeineren Formel, 
der merkwürdigsten aus der Theorie der I-Functionen. Sie bezieht 
sich auf das Product 


ar 
2 


TIlr@+:) 


und lässt sich auch mit Hülfe reiner Integralbetrachtungen ableiten. 
In dieser Art ist das durch Gauss gefundene Theorem (Abhandlung über 
die hypergeometrische Reihe) von Dirichlet entwickelt worden. Dabei 
stehen zwei Wege offen. Entweder kann man das Product der T- 
Functionen als n-faches Integral auffassen und es durch Umformungen 
auf den Schlusswerth zu bringen versuchen; — dieser Weg ist der ~ 
directere, wäre als solcher empfehlenswerth, ist aber bisher noch nicht 
mit Erfolg eingeschlagen worden; — oder man kann zu den Logarithmen 
übergehen, und wenn es gelingt, den Logarithmus der I-Function 
durch ein Integral darzustellen, das Product durch eine Summe ersetzen. 
In dieser letzten Art hat Dirichlet die Untersuchung durchgeführt, 
die in ihrer Art einzig dasteht. 


PR rn nn re a FE 
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§ 15. 


Zunächst differentürt Dirichlet die definirende Gleichung für 
F(a) nach a, 


W% 


T(a) = fa- log dz, 


a 


und ersetzt dann log z durch den aus der zwölften Vorlesung $ 6, (12) 
zu entnehmenden Ausdruck 


5 dy 
log z =j (e=! — e?) 7 . 
A 


Dadurch wandelt sich unser Integral folgendermassen um: 


T'‘(a) forma fer — e=°) 4 

-f& (= T g— ide fr +D: ga—1 a) 

-f$ GEX fe zga— FEB reuiu) ` 
(1 +9" 


wo (y + 1)z = u gesetzt wurde, 


= OR E 
roj 4 5 a+ iR 
und man erhält als Hülfsformel für unsere Untersuchung 
(22) nn fi (e—a Er 


Die logarithmische Ableitung des gesuchten Products stellt sich daher 
in der Form: 


Sn) =) or Sat Yy -4 ) ay 


x=0 y 
—4 l 
MR sp nen ni; 
ai ml 
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dar. Hier darf man das Integral nicht in die beiden Theile zerlegen, die 
den hingeschriebenen Theilen des Integranden entsprechen, weil für 
jeden einzelnen von ihnen, wegen des Integrandenwerthes für y = 0 
die Endlichkeit des Integrals in Zweifel träte. Wir wollen den kritischen 
Punkt y = 0 durch die Schreibweise 


n—1 
d log T r(a+*) y ai 
n ne "dy KEPE 
DA Aa aa en u Fr dy 
+y) wert 


vermeiden und können nun im zweiten Theile wi + 2)* für 1 + y ein- 
setzen; dadurch erhält man, falls wieder y an die Stelle von z tritt, 


n—1 a A 
Sell un (fern fahre) 
y 1 Y 


remi da oo Y 


$ . era 
Andererseits ist nach (22) 


dlogT(na) _ E d log T’(na) es ne tay _ en -H De): 
da (= de y 5 y 


und also, wenn man diese Formel von der vorhergehenden subtrahirt, 
ER 


=. u a+9”—1 
ER r(e+ *) _ dlogF(na) _ HA n ivar. 
0 da da er re y 


Da in dem Integrale rechts y sehr klein bleibt, so kann man 1 + y 
durch 1 ersetzen und erhält dadurch den Werth des Integrals 
1 


OAA 2 
——, —-nlg- 


1 
= n lim (log y)! +9*—1 = n lim log 
e=0 = (0 
Trigt man dies in die letzte Formel ein und integrirt unbestimmt 
nach a, so resultirt 


n—1 


> logr(a + 2) = log T (na) — an logn + logc. 
z=0 


l ; : . 1 
Um die Constante c zu bestimmen, setzen wir a = „ und benutzen 
die Formel (21); dann wird 


S log T = log ra z (22) F) = — logn + logc, 
,—1 
n=l 


log c = log (ns (27) ? 1; 
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und dadurch erhält man als Schlussgleichung 


n—i 
n—1 m 


2 2 
(23) I r(«+ +) = roa) nn s 
x=0 mn 2 
wie es von Gauss gefunden worden ist. Dividirt man diese Formel 
durch die für an = 1 daraus entstehende, dann ergiebt sich 


Il rk+ *) =n "T (na)-n „JT rE) 


In Bezug auf den anfangs erwähnten, directen Weg zur Ableitung 
dieser Formel wollen wir noch bemerken, dass, wenn man die Pro- 
ducte der T-Functionen links und rechts in der letzten Gestalt der 
Formel als n-fache Integrale betrachtet, die beiden Seiten von vorm 
herein wenig von einander verschieden sind. Schreibt man für die I’ 
die betreffenden Integralausdrücke, so lautet jene Formel, da ja 


no 
nar (na) = freid 
0 


ist, 
2 n—1 
+ 
J | Je ai anf I]: Fe ‘de, erzgan—1dz 
x= z=l 


oder bei etwas anderer Schreibart 


5 
W% 
pm x er 
S” “4 so T 1: a ] Ts engon —dgdgy. 


z=0 x=æl 


n 
> 


Es wäre nun das eine der i Integrale in das andere zu trans- 
formiren oder zu zeigen, dass ihre Differenz Null ist. Bisher ist dies 
aber auf directem Wege nicht gelungen. 
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Differentiation eines »-fachen Integrals nach einem Parameter. — Hauptformel. 
— Symmetrische Darstellung derselben. — Oberflächen-Element. — Specialfälle. — 
Volumen und Oberfläche einer sphärischen Mannigfaltigkeit. 


S 


Eine Hauptformel der Theorie mehrfacher Integrale haben wir 
durch die Transformation erhalten. Ihr zur Seite steht eine andere von 
eben so grundlegender Wichtigkeit. Wir haben das entsprechende 
Resultat bei den einfachen Integralen aufgestellt und mehrfach mit 
Vortheil benutzt: es ist die Ableitung eines Integrals nach einem Para- 
meter, um welche es sich jetzt handelt. Dabei haben wir bereits bei den 
einfachen Integralen den Parameter nicht nur in den Integranden, son- 
dern auch in die Grenzen eingehen lassen. Das ist von grösster Wich- 
tigkeit, wie man bei mehrfachen Integralen noch besser erkennt, als 
bei den einfachen; denn wie eine unendliche Reihe erst innerhalb ihres 
Convergenzbereiches eine Existenz hat, so ein Integral erst innerhalb 
der vorgeschriebenen Grenzen. Und eben deswegen wollen wir bei der 
Differentiation eines n-fachen Integrals sofort den Bereich von dem 
Parameter, nach welchem differentiirt werden soll, abhängig machen. 

Es handelt sich also um die Differentiation von 


[ses 4 Rs DAR AES . . Aa -/8 -dv 

(FGri <0) 
nach £. Hier wie stets im Folgenden soll die hinter oder unter das 
Integral gesetzte Ungleichung den Integrationsbereich angeben. Wir 
bezeichnen das Integral kurz durch J(t), den Integranden durch $, 
und das, unser Integrationsgebiet bestimmende Polynom durch F,. 
Dann ist, wenn wir das Volumelement da,d2,...dz, kurz durch 
dv bezeichnen, r 

JE + d) = | Fetar: dv; IO = f Be do; 

“ 


(ipat <) (Ft <0) 


Te + d) — IO = fdv + f T dtto — fgv. 


‚Fra (Arad (FO <0) 


en 
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Die Differenz aus dem ersten und dem dritten Gliede auf der rechten 
Seite ist lediglich ein, über das Zwischengebiet von Fipa: = 0 und 
F, = 0 erstrecktes Integral / dt, bei welchem diejenigen Raumelemente 
positiv zu nehmen sind, welche ausserhalb, und diejenigen negativ, 
welche innerhalb Fr <O liegen. 

Wir müssen uns mit der Bestimmung des so definirten Zwischen- 
sebietes beschäftigen. Um dies möglichst anschaulich zu machen, be- 
trachten wir den Specialfall n=3, geben dem t zwei benachbarte feste 
Werthe 4, und 2 = ft +h und betrachten die Flächenschaar 

ce EN G-b..4tN). 
Von den Punkten des Zwischengebietes betrachten wir zunächst nur 
diejenigen, für welche z) und z, gewisse feste Werthe haben, bei 
denen also 2, und t veränderlich sind. Lassen wir t von ġ bisW+h=t, 
variiren, dann wird auch z, variiren, der Art, dass die Incremente dt 
und dz, die aufgestellte Flächengleichung befriedigen. Der Zuwachs 
dzą hängt dabei von dem Zuwachs dt ab, und weil 


Galda + (zr) a0 


ist, so folgt also der Gleichung gemäss, 


oF 
‘ot 

dz, = — | zp | i 0 he 
02; to 


Man erhält alle diejenigen Punkte des zu unseren Flächen gehörigen 
/wischengebietes, welche 2, und z, als Coordinaten besitzen, wenn man 
t und 2, von ihren Anfangswerthen um dt und das zugehörige dz, 
wachsen lässt. Ebenso erhält man alle Punkte des gesammten Zwischen- 
gebietes, wenn man z, und 2, als unabhängige Variable, dagegen z, als 
Function von 2,, 2, und ¢ ansieht, welche F(z, Z3, 2, €) = 0 erfüllt, 
und weun man dann 


OF ôF in. 
de = — (5: 52) dt (dt =0... h) 
einsetzt. 
Genau so verfahren wir im allgemeinen Falle. Es sei 
oF oF 
en za Fı, = Fin ? 


dann wird das über unser Zwischengebiet erstreckte Integral 


A $ j 
Oire e 2, DdB dea = -J doin: AREN E e Baa V) F. dt. 
(Fiyat <0, F; >0) (F= 0) 5 
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Dadurch erhalten wir also 


g ə a 
Je+a)— IO = | E atav — Far, -dai p dt. 
{ (Fra<® (F, = 0) = 
un 
6 : _ ô ; F, 
(0 i E _ J A dv — f Fıda, ...dn-ı pe 
dt=0 e tn 
(F; < 0) (F, =0) 


Wenn 7%, und F, für t= 0 nicht unstetig werden, dann hat man 


hieraus, falls man durch 2°, ...z die Punkte von F, = 0 bezeichnet 
2 en = m ] I; 3 
(2) | ER 21 BS er do T, K at ES 


(Fo < 0) (Fo=0) 


Das Integral links ist wie das erste Integral rechts ein »-faches; das 
zweite rechts ist ein (n — 1)-faches. 


82. 


Das gewonnene Resultat ist noch unsymmetrisch, da die eine der 
Variabeln, hier £4, anders behandelt worden ist, als die übrigen. Dies 
lässt sich durch Einführung des Gebildes vermeiden, welches in der 
n-fachen Mannigfaltigkeit dem Oberflächenelemente im Raume entspricht. 

Wie man im Raume, um ein Element der Oberfläche eines ge- 
gebenen Gebietes zu erhalten, von einem Punkte der Oberfläche zu 
zwei benachbarten Punkten der Fläche übergehen muss, so haben wir 
jetzt zu dem Punkte (z)...2”) der Begrenzung F(2°,...2; 0) = 0 
noch n— 1 benachbarte, auf ihr liegende „Punkte“ hinzuzunehmen. Wir 
bilden diese, indem wir je eine der als unabhängig angesehenen Coordi- 


naten £9, .-- 4 _, um bezw. dz?,...dz" _, vermehren und jedesmal dem 


ni 1 


F; F j 

2 den Zuwachs — P da? bezw, — F Uh» ... ertheilen; Fox be- 
deutet die Ableitung von F, nach sł. Wir haben dann n Punkte 

GE By e Aa zai 

de, 2 g0 RA} 

2) F dai nn ee E P 

0 0 o Fo,n—ı da 

Ar a Ant dan Re: Fan nr 


welche auf der Mannigfaltigkeit F, = 0 liegen. Zu ihnen nehmen wir 
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einen in der Manniefaltigkeit der z beliebig gelegenen (n+ 1) Punkt 


(21 Z2» - - - Zn) hinzu und bilden die Determinante 
ni a 2, WE En 
v 0 0 I 
1 2) DR ZU 2) 
1 24de æ EN De d2 
1 lak? ni “a Rn: A 
D=] F o2 
0 0 -0 0 a Ei 9 
e a LA rn yi de? 
i s 
o o __ “0, n—1 | 
1 2i En 7 —ı ar U 2, RL Ye leaa] 
Eine solche Determinante (n + 1)'" Ordnung 
=| 1 min...) CSO E 10 
in der 2, ... 2 die „Coordinaten“ eines „Punktes“ P, einer n-fachen 


Mannigfaltigkeit angeben, kann man als „Inhaltsdeterminante“ be- 
zeichnen. (Vgl. Journ. für Math. Bd. 72 8. 170.) Für n = 2 liefert 
sie den doppelten Inhalt des Dreiecks mit den Ecken P,P, Pa; für 


n = 3 den sechsfachen des Tetraeders mit den Ecken P}... P}. 
Sind in der n-fachen Mannigfaltigkeit (n + 1) Pokie gegeben, 
Po Pı --- Pa, dann kann man je n von ihnen durch eine lineare 


(n — 1)-fache Mannigfaltigkeit ® = 0 verbinden, so dass ®, = 0 die 
Punkte P,, ... Pr-ı, Prri, -.. 2 enthält; die ®, kann man so 
wählen, dass für jeden beliebigen Punkt z,, 2,, ... 2. wenigstens 
eine der Funetionen ®, negativ ist, und dass für unendlich ferne 
Punkte (2,, ...2,) nicht alle Functionen ®, negativ sein werden. Die 
Gesammtheit der Functionen ®, zerlegt also, den (2"+1—1) Zeichen- 
combinationen (sgn ®,, ...sgn ®,) entsprechend, die ganze n-fache 
Manmnigfaltigkeit in eine ebenso grosse Anzahl von Gebieten, von denen 
nur ein einziges keine unendlich fernen Punkte enthält. Dies eine 
Gebiet ist dadurch charakterisirt, dass für alle in ihm liegenden Punkte 
die Werthe der sämmtlichen (n + 1) Functionen ®, negativ sind, und 
das über ebendasselbe Gebiet erstreckte Volum-Integral 


[aaa den, 


multiplieirt mit n! ist gleich 4. Deshalb ist man berechtigt, für 4 
die Bezeichnung „Inhaltsdeterminante“ einzuführen. 


ne} 
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§ 3. 

Wir gehen von der Determinante D des vorigen Paragraphen aus 
und ziehen in ihr die Glieder der ersten Zeile von denen der zweiten, 
die der ursprünglichen zweiten von denen aller folgenden ab; dadurch 
verwandelt sich D in 


z0 __ er a 
2 A e a Da 2 


1 0 (0) = 


0 1 0 PEEL CHA Ue 


n—Ll' 


0 0) 1 — 


Wir wollen jetzt über den bisher beliebig gelassenen Punkt 
(Zis z3: +- Zn) So verfügen, dass er mit den übrigen v Punkten durch 
die für i = 1, 2,... n — 1 geltenden Bedingungen 


(3) = 74) 


To; 2 
=> (2 — 2) + (2 + d2 — z) + (# — T. de — 2.) 


CE i a E a e) 
also durch 


3 Foi 2 
trat tag a — a) 
G@= 1, 2, n — I); 
oder auch durch 


(3*) 8 — g = (2 —z) A 
5 i i n n Fy, 


i 
t 


verknüpft ist. Trügt man dies in die letzte Form von D ein, dann wird 


ee 
F 
1 0 0 = 
Fon É 
0 
— F 
DE La 0 1 De m EN aao OA 
On n 
F, 
0O 0 1 == 
1 Fon 
Kronecker, Integrale. 17 
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Multiplieirt man für x = 1, 2,... n — 1 die xt Colonne mit mL und 
addirt die erhaltenen Produete zur letzten, dann entsteht In 


0 n p? 
n 


F 
r TR N ` E 07,0 0 
D= + F, F dede? ... de 


S e 


Z 2 2, — 8 
n n i i x=l ( 
ER = EE i=1,2 n— 1) 
7 p A 
Fon Foi x p2 
0x 
1 
ist, so erhält man die Darstellung 
Ai 
D(z = 2,)° ® "2 
1 0% 
D= + — p deg... d2 
2 1 On 
SP. 
1 
y FR DPN S 0 7,0 0 
dz, dz- dz 
PN E P T 2 1 2 n—1 
a = V> (29 a) VS 2 Fi 
1 n 
ga. 


Dies ist der Ausdruck für das oben gekennzeichnete »-dimensio- 
nale Raumelement. Die Definition ist durchaus der Natur der Sache 
entsprechend und lässt sich arithmetisch rechtfertigen. Das kann man 
von einer Definition des Rauminhaltes einer (a—1)-fachen, aus einer 
n-fachen herausgeschnittenen Mamnigfaltigkeit nicht mehr sagen. An 
dieser Stelle trennen sich verschiedene Wege, und was als Rauminhalt 
definirt werden soll, ist in gewissem Maasse der Willkür überlassen; 
denn der Begriff selbst ist etwas Künstliches Schon der Inhalt eines 
Dreiecks im Raume kann nur mittels seiner Projectionen bestimmt werden. 

Wir gehen folgendermassen vor: Im zweidimensionalen Raume, 
der Ebene, sei ein Dreieck gegeben; dividirt man das (1-2)-fache 
Volumen durch die Höhe, so erhält man das Maass für die Länge der 
Grundlinie. Ebenso: Im dreidimensionalen Raume sei ein Tetraeder ge- 
geben; dividirt man das (1-2. 3)-fache Volumen durch die Höhe, so 
erhält man die doppelte Grundfläche. Analog dazu dividiren wir im 
n-dimensionalen Raume das n!-fache des „Prismatoids“ P,P,... Pa 
durch die von P, gezogene Höhe, unterdrücken aber (n — 1)! und be- 
zeichnen den Quotienten als „Maass der Fläche“ von P, P}... Pa. 
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Hier ist das n!-fache Volumen gleich D, und da (2, 23, <.. 2n) 
gemäss der Bestimmung (3) angenommen wurde, so können wir bei 
dem unendlich schmalen Prismatoid die Höhe gleich 


v b: CAA 


setzen. Daraus folgt als das „Maass des Flächenelements“ 


oder, wenn wir dasselbe = dw und der Abkürzung halber 


VSr,-s 
1 


setzen und bedenken, dass es sich nur um den absoluten Betrag 
handelt, 


(4) dw = 


F- dde... d. 


Es ist klar, worin bei unserer Ableitung das Willkürliche liegt: 
es ist in der Festsetzung der „Entfernungsfunction“ 


2 Dan) 


enthalten. Riemann legt denselben Ausdruck zu Grunde; es ist aber 
kein zwingender Grund für diese Annahme vorhanden. Aendern wir 
nun diese „Entfernungsfunetion“, dann ändern wir damit auch den 
Ausdruck für dw. 

Das Element unserer aus der n-fachen Mannigfaltigkeit (2,, 2,, ..-2. 
ausgeschiedenen (m — 1)-fachen Mamnigfaltigkeit F,—=0 findet sich 
hier also gleich (4), während das Element einer an sich betrachteten 
Mannigfaltigkeit (2, 2, -:: 2.—ı) durch das Product 


dp, de, ...danı 


gegeben sein würde. Die hierbei auftretende Verschiedenheit der Natur 
von v-fachen Mannigfaltigkeiten, je nachdem man dieselben an sich 
betrachtet oder aus einer Mannigfaltigkeit höherer Ordnung aussondert, 
kann nicht genug hervorgehoben werden; in den wenigen der geo- 
metrischen Interpretation zugänglichen Fällen sind derartige Unter- 
scheidungen auch vollkommen geläufig. 

nge 
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88. 
Mit Hülfe des gewonnenen Resultates (4) lässt sich jetzt die 
Formel (2) aus § 1 symmetrisch gestalten; man bekommt 


> [fa] Jäs] [are 


(F,<0) (Fo < 0) (Fo=0) 


Wir betrachten jetzt ein Integral von der Form 


Joe -F t, Zg,- - Za) Gi =i Gae vy apaa A 


und sehen dann bei Verwendung der Substitution 21 =2 + ohne 
Weiteres ein, dass das Integral von t unabhängig ist. Seine Ableitung 
nach ¢ wird folglich gleich Null. Nun ist 


Be er) TELES £ me DOl, Z- ) 


ôt T 28, 22, i) 
(o ee) _R.: 
Ot Ji=0 02, Fa PEA TEIS 


somit liefert (2*), auf unser Integral angewendet, 


OLI AT A 4 F 
(5) J dv 4 Dld,... a Aw. 


(Fotays..-m)<0) F@,...29=0) 


und 


„Hiernach kann man ein n-faches, über ein gewisses Gebiet erstrecktes 
„Integral durch ein (n — 1)-faches, nur über die Begrenzung jenes Ge- 
„Dietes erstrecktes Integral ausdrücken, sobald der Integrand des n-fachen 
„Integrals die partielle Ableitung einer Function der » Variablen nach 
„einer der Variablen ist.“ Wird insbesondere 

o D 


= g, also —— 
D E dz, 


angenommen, und bezeichnen wir diese Ableitung mit ®,, so folgt 


Sa [oa far, re. 


(Fo < 0) (F,=0) 


d. h. es erscheint das Volumen, für welches Fọ = 0 die Begrenzung 
bildet, durch ein Oberflächenintegral dargestellt. 

Für n=3 ist dieser Satz von Gauss in der Abhandlung über 
die Attraction der Sphäroide abgeleitet worden. 
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Dem in (5) auftretenden Quotienten 


Fy 1 


© 
können wir eine geometrische Bedeutung beilegen. Das Gleichungs- 
system 
F, 

(6) a=8 +r E nl, 2.0), 

in welchem p variabel zu denken ist, stellt nämlich eine lineare ein 
fache Mannigfaltigkeit, „ 
Punkt (2°, ... 22) der Begrenzungsfläche geht. Die Variable p reprä- 
sentirt eine Grösse, welche für n = 3 der Entfernung des Punktes z 
vom Punkte ë in der Normalrichtung entspricht. Wegen der Bedeutung 


von © ist (8 4) 
2 (e, — 2f =p’. 


k=l 


eine gerade Linie“ dar, welche durch den 


Dem Gebilde (6) entspricht im Raume von drei Dimensionen die Nor- 
male von F,=0, und die Gleichung (6) ist dabei so beschaffen, dass 
positive p auf Punkte führen, für die F, grösser als Null ist. Denn 
man hat, weil (29, ...22) auf F, = 0 liegt, 
2 For 
1 A 1 
El. E a A E E a., 5 +e 
EEE, 
so dass also, da © eine absolute Grösse ist, für kleine Werthe von p 
sup sen Pu(...&%-..) 
wird. Dasselbe erkennt man auch folgendermassen: Ist sgn F«=+1, 
so nimmt F, mit wachsendem 2; zu und mit abnehmendem 2, ab; ist 
sgn For = — IE 


so nimmt Fp mit wachsendem 2, ab und mit abnehmendem z; zu. Nun ist 


0 
SER Zk =- Ëk 
sgnp = sgu -p ,» 


und nach den eben angegebenen Regeln in der Nähe des Punktes (2°) 
sgn Fy = sgn (2, — 2) sgn For. 
Daraus ergiebt sich die Uebereinstimmung von sgnp mit sgu Fp. 
Die Differentiation von (6) nach p liefert 
For _ 0% 


Gc gmi 
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Will man das aber in (5) einsetzen, so ist zu bedenken, dass in dieser 
Integralformel für das betreffende Glied die Bedingung F,(2?, 2), -. .) 
= 0, d. h. p = 0 herrscht; wir bezeichnen deshalb 


und erhalten dann 


(5%) Joe, ... 2n)dV =f D(a, - 20) dw 


(Eg@ı, --- 0 <0) (Fo@d, ....=0) 


$ 6. 

Für die Function & wollen wir jetzt das Product ®@ W® setzen. 
Hierbei sollen ® und 4% reelle, eindeutige und im Allgemeinen stetige 
Functionen der n Variablen 2,,...2. bedeuten, deren Ableitungen nach 
den einzelnen Variablen durch Anfügung entsprechender unterer Indices 
bezeichnet werden. Dann liefert (5*) mittels der Regel von der par- 
tiellen Integration 


Jo POdv +f p PPdv = = foe.. s) POE, oo) Rp AW 


(Fo < 0) (Fo < (Fo=0) 


und wenn man über % von 1 bis v summirt, 


T p, Pdv +J > Pdv 
1 5 l 


(5**) (o < 0) (Fo <0) 
ə» 3 
sa „0 (k) („0 0 dw 
= foe, 3 3 > yp (29, .. 2, du 
(Fo=0) 4 
Jetzt nehmen wir W® = %, als die Ableitung einer Function W 


nach 2}, und setzen, wie dies in der Potentialtheorie gebräuchlich ist, 


22 =D Ta AD 
È LEA 


kommen in 4f mehrere Variablen-Reihen &,,...&5 Yiz- Yu3 --- VOF, 
so giebt ein Index an, in Beziehung auf welche differentiirt werden 
soll; also: 

d T; oder 4, T; 


Ferner bedenken wir, dass 
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n 2. n 
Gag oP ,..) dd dr...) 
DA CA a Ze m 
1 1 02, 1 2 
wird, und bezeichnen den letzten Ausdruck mit 
22, ww. 


Alles dies setzen wir ein und vertauschen endlich noch ® und 7 mit 
einander; so haben wir dann 


J D DT / DA Edv = J DWw,dw, 
1 


(Fo < 0) (Fo < 0) (Fo =0) 

@) a À À 
1 D, Pdv +J PAdo =f Po,dw. 
(Ko < 0) (F, < 0) (F,=0) 5 


Subtrahiren wir die letzte Formel von der vorletzten, so resultirt 


(8) Jaw- w.19) dv = j (DP, — wo,)dw. 
(Fo < 0) (F, =0) 


Hieraus folgt für P = 1 


(8*) J 4Pdv=| P dw; 
(Fo < 0) (m=0) 


und für p = % aus einer der Formeln (7) 


a) J D odv + f D4bdv — J bD, dw. 
1 e 


(Fo < 0) (Fo < 0) (Fo=0) 


Da hier das erste Integral links nicht negativ ist, so muss 


Jomaw 5f Abdo 

(Fo=0) (Fo < 0) 
werden. Aus den abgeleiteten Formeln kann man Sätze folgern, welche 
von gleich hohem Interesse für die Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen wie für die der Functionen sind. Dirichlet hat sie für 
n = 3 zuerst ausgesprochen. So ergiebt sich aus (8**) das Theorem: 
Gesetzt, es ist 

D(z, -2 =0 und J0d=0, 


, (=0) (Fo < 0) 
dann folgt 


iz Ddv—=0 und also b, =O (=l By a a 
1 


(Fo < 0) 
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und deshalb 
©(2,,...2,) = const. 

„Ist eine Function von n Variablen auf der Begrenzung einer n- 
„fachen Mannigfaltigkeit gleich O, und ist ihr 4 innerhalb derselben 
„auch gleich O, so muss die Function überhaupt gleich Null sein.“ 

„Wenn zwei Functionen # und X von n Variablen auf der Be- 
„grenzung einer n-fachen Mannigfaltigkeit, und wenn IP und 4X 
„innerhalb derselben einander gleich sind, dann sind die Functionen 
„überhaupt einander gleich.“ 

Der zweite Satz ergiebt sich aus dem ersten, wenn man #— X 
= © setzt. 

Sonach kann es nur eine einzige Function geben, die auf der Be- 
grenzung eines Gebietes bestimmt vorgeschriebene Werthe, und deren 
<i innerhalb des Gebietes auch bestimmt vorgeschriebene Werthe hat. 
Ob es jedoch überhaupt immer eine solche giebt, ist eine Frage, die 
schon für die Fälle der Ebene und des Raumes eine grosse Zahl von 
Speeialuntersuchungen veranlasst hat, und die für n-fache Mannig- 
faltigkeiten bisher nur in dem besonderen Falle, dass dieselben sphä- 
rische sind, völlig hat beautwortet werden können. Darauf werden 
wir nach hinreichender Vorbereitung weiterhin genauer eingehen. 


Te 


Wir wollen zum Schlusse dieser Vorlesung an einige Bemerkungen 
aus dem dritten Paragraphen anknüpfen, die sich auf die Festsetzung 
des „Inhalt“-Begriffes bei einer Mannigfaltigkeit (n — 1)" Dimension 
beziehen, welche in einer solchen der nt Dimension enthalten ist. 

’ s 
Eine sphärische Mannigfaltigkeit F) ist durch die Ungleichung 
© 0 io} D 


R=) 2— <0 
0 


bestimmt; für n = 2 erhält man das Innere eines Kreises, für n = 3 
das Innere einer Kugel. Wie kann man nun mit Hülfe des Volumen- 
begriffes der Kugel einen brauchbaren Uebergang zur „Oberfläche“ 
einer sphärischen Mannigfaltigkeit bei n Dimensionen finden? Die 
einfachste Art, vom Inhalte einer Kugel zu ihrer Oberfläche über- 
zugehen, ist die Archimedische; man nimmt den Grenzwerth des 
Quotienten aus der Differenz der Volumina bei zwei concentrischen 
Kugeln mit immer mehr sich nühernden Radien und der Differenz 
der Radien selbst. Diese Definition wollen wir für unsere Zwecke 
verwenden und dazu brauchen wir zunächst das Volumen der sphä- 
rischen Mannigfaltigkeit, nämlich 
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Jinde.. .de, De<e), 
1 


welches sich mit Hülfe der T-Funetionen leicht berechnen lässt. Wir 
entnehmen aus der vierzehnten Vorlesung die Formel (13*) des Para- 
graphen 11 und setzen in sie ay = 2 und œ, = ọ (k = 1, 2,...n) ein; 
dann liefert sie 


Das durch die Bestimmungen #,> 0 herausgeschnittene Stück der 
Mannigfaltigkeit ist der 2” Theil des von uns gesuchten Volumens, da 
es 2° Zeicheneombinationen für die z} giebt, denen „congruente Stücke“ 
entsprechen. Also wird das Gesammtvolumen der aufgestellten sphä- 
rischen Mamigfaltigkeit von n Dimensionen . 


(10) 
Wenn man bedenkt, dass für ganze Zahlen » 


r(i + 5) = (2)! (bei geradem n), 


und 


AE PO OAR 
=< 4 


%]| 2 


n F 
(Fie) 
eS RE 
».r3 2 
REN 1 2 p 
od ur T (wenn n ungerade ist). 


Nachdem so das Volumen berechnet ist, bilden wir gemäss der Archi- 
medischen Definition den Grenzwerth 


Vs Dan ur | 
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n n z 
En z? thr S hr kanaa? ọ-—: 
ẹọ — (ẹ — £) n zo n ? 
ne (3 ) ni ( 5) ' 


PoS r(" +2) 
2 


und setzen fest, dass wir dies als den Inhalt der sphärischen Oberfläche 
n 
ame 
x=1 
ansehen wollen. Wir bezeichnen der Abkürzung halber hier und stets 
im Folgenden die von n abhängige Grösse 


n 


2m? 
n 
r(3) 
2 
und haben dann für das Volumen der sphärischen Mannigfaltigkeit 
von n Dimensionen 


(11) 


go 

n.? 
und für ihre Oberfläche den Werth 

pto. 

Die Grösse © ist schon von Jacobi (Crelle’s Journ. XII, S. 60; 
Werke III, S. 257), aber auf anderem Wege gefunden worden. Es ist 
dieselbe Grösse, die wir in $ 4 der vorigen Vorlesung eingeführt haben, 
und deren Werth also nunmehr durch (11) bestimmt worden ist. 


Sechzehnte Vorlesung. 


Das Potential. — Historisches. — Elementares Potential. — Hauptformel. — 

Dichtigkeitsfunetion. — Allgemeiner Potentialausdruck, — Das 4 des Potentials. 

— Poisson’scher Satz. — Discussion der Voraussetzungen. — Zweiter Beweis. 

— Dritter Beweis. — Erweiterung. — Potential zweier Mannigfaltigkeiten auf 

einander. — Poisson’scher Satz für dieses Potential. — Zurückführung auf den 
obigen Specialfall. 


§ 1 


Wir wollen uns jetzt mit der Anwendung der Theorie der »-fachen 
Integrale auf die Potentialtheorie beschäftigen. Die Natur hat die 
Fragen vorgezeichnet, — und das gewährt die Sicherheit, zu schönen 
Resultaten zu gelangen; aufgestellt wurden sie zuerst durch Newton, 
grossartig ausgebildet vor Allen durch Laplace in seiner „Mecanique 
céleste“, 

Zieht ein Körper einen Punkt nach dem Newton’schen Gesetze 
an, so kann man die drei Componenten dieser Anziehungswirkung nach 
den drei Axen als die Ableitungen eines und desselben Ausdruckes nach 
den drei Variablen darstellen. Dieser Ausdruck heisst das Potential. 
Es ist eigentlich innig verbunden mit der Kugelgestalt bezw. den sphä- 
rischen Mannigfaltigkeiten, so dass es sich anderen Körperformen nur 
widerstrebend anschliesst. 

Prineipiell wurde das Potential durch Gauss und durch den Eng- 
länder Green eingeführt. George Green (1793—1841), ein Bäckers- 
sohn, der anfangs das Gewerbe seines Vaters betrieb und dann in 
Cambridge studirte, ist einer der Begründer und der bedeutendsten 
Förderer der Potentialtheorie. Er hat seine Resultate früher als Gauss 
veröffentlicht, aber sie waren Gauss nicht bekannt geworden. Green 
hat sich hauptsächlich mit den Anwendungen des Potentials auf die 
Electricitätslehre beschäftigt; seine Arbeiten sind auf Dirichlet’s Ver- 
anlassung in den Bänden 39, 44 und 47 des Crelle’schen Journals 
wieder abgedruckt worden, und ihr Studium ist sehr empfehlenswerth. 
Für den rein mathematischen Standpunkt fehlt freilich die nöthige 
Strenge; physikalisch sind sie aber durchaus correct. Gauss hat sich 
bei seinen Untersuchungen vollkommen mathematisch gefasst. Green 
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nennt die Function „potential function“, Gauss „Potential“; 
später kam der allgemeinere Ausdruck „Kräftefunction“ in Gebrauch. 

Die Ausdehnung des Potentials auf eine »-fache Mannigfaltig- 
keit für n > 3 unterliegt keinen Schwierigkeiten. Für n = 2 stellte 
Carl Neumann das logarıthmische Potential auf. Man kann zwar 
eine Formel bilden, welche auch den Fall n = 2 umfasst, das ist aber 
etwas umständlich, und wir werden deshalb v > 2 annehmen. 


82. 
Den Ausdruck 


1 d2,d2,...dz, 
er = i Te (PFl2,.:--2)<0) 
(I«-5°) 
1 


e 


bezeichnen wir als das allgemeine Potential einer »-fachen Mannig- 
faltigkeit F, <0 in Beziehung auf den Punkt $, &,..-. n. Dabei 
werden wir häufig der Abkürzung halber 


23 (2 — o Je 


setzen, und r als Entfernung der Punkte (z) und ($) bezeichnen. 
Ist in der n-fachen Mannigfaltigkeit das Anziehungsgesetz nur von 


na z g 
r abhängig und durch —, gegeben, so findet man die Componenten 
5 


der Anziehung eines homogenen Körpers, der den Raum F, <0 mit 
der Dichtigkeit 1 erfüllt, auf den Punkt &,,...$, nach einer der Axen- 
richtungen, wenn man das allgemeine Potential nach dem betreffenden 
& differentürt. Für n = 3, p=2 haben wir den Fall des Raumes 
und des Newton’schen Anziehungsgesetzes. 

Unter dem elementaren Potential zweier Punkte (2) und (¢) 
auf einander wollen wir den Ausdruck 


(1) Pe, 9 = — - 


(n — rt? 25 


9 ( 3 a) 


verstehen, in dem 2,,2,,..2. die Coordinaten des durch (2) und &, &, 
... Éa die Coordinaten des durch (£) bezeichneten Punktes sind. 
Dabei soll aus den oben angeführten Gründen stets n > 2 voraus- 
gesetzt werden. 
Aus (1) folgt durch Differentiation unter Beibehaltung unserer 
gewöhnlichen Bezeichnung 
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3g 2 
(2) P: = Iz, Pr Zn ; 
differentiirt man nochmals, so entsteht 
1 n 
A e ET S- WS 
Prz + r” TE "+2 (2r &) , 


und es folgt also durch Summation 


(3) a% =È $a =0. 


Die Formeln (2) und (3) verlieren ihren Sinn, wenn die beiden Punkte 
(z) und (£) zusammenfallen, weil daun r == a) wird. 
Wir wollen nun in at Formel (5**) aus $ 6 der letzten Vor- 


lesun 
8 p=P, PH = f — b 


eintragen. Das der die Gleichung 


[2 (er — ip Ko +n $- dv -I fxe, - (02 — £) 2t d0; 


(Fo < W (Fo < 0) (Fo=0) 


gemäss (1) ist der erste Integrand links + (n — 2)%, und rechts wird 
unter Berücksichtigung von (2) 


ž 47 b)i = igap -5 Paleis» 1e 8 EEE ci (P, Ci, iz p=? 


wobei ®, die Ableitung von ® nach der Normale, und p von F, =0 
aus gerechnet ist. Also geht die letzte Formel in 


2 På = — fr PB,dw 


(Fo < 0) (F, =0) 
über, da offenbar die Bedingung p= 0 mit Fọ =Q identisch ist. 
Träügt man auch hier den Werth von ® 7 so entsteht 


d 
(4) 2 Ir re =f E z ” dw, 


(Fo < 0) (Fo=0) 


wodurch wieder ein gewisses n-faches Integral auf ein (n — 1)-faches 
zurückgeführt ist. 
Im Falle n = 3 folgt die Formel 


2 " dw 


7 » 
des gewöhnlichen ei» alte schon Gauss angiebt. 
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§ 3. 
Wir setzen weiter in (8*) aus $ 6 der vorigen Vorlesung % für 
% ein, dann entsteht (vgl. S. 261) 


SR = f $w = fiu Yh eki 


(Fa < 0) (Fo=0) mE 
(5) a. 
> dw 
=f PrFor Fo . 
1 
(Fo =0) 


So lange der Punkt & ausserhalb des Integrationsgebietes liegt, 
werden B und ®ı endlich bleiben; die Differentiationen lassen sich 
durchführen, und die Formel (3) ist verwendbar. Das ergiebt, auf (5) 
angewendet, 


(6) J+2%- P,dw -|5 PıFor œ AUE AA aE 


(Fo < 0) (Fo=0) (Fo=0) 


Liegt jedoch der Punkt ¢ innerhalb des Integrationsgebietes, dann 
wird für einen bestimmten Punkt (z) = (£) der Werth von - und 


damit der von $ unendlich gross, und die Formel (3) verliert ihre 
Bedeutung. Denken wir uns aber in diesem Falle eine natürliche Be- 
grenzung hergestellt, indem wir den Punkt & durch eine beliebig 
kleine, & umschliessende, »-fache, etwa sphärische Mannigfaltigkeit aus- 
schalten, dann gilt (6) wieder von dem Restgebiete; und das liefert, 
weil die Begrenzung in zwei Theile zerfällt, 


D N du X x l j 
Sum + Im 5-0 Péh), 
1 1 


(F,—0) (G=0) 


wobei unter G die Function 


G=¢— D (a— 6) (eg ist beliebig klein) 


zu 'verstehen ist. 
In dieser letzten Formel lässt sich das zweite Integral leicht be- 
rechnen. Es ist 
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G =P- ahy, 
Gr = 2(2 = br), 
ar GE 
ee 
E 


> Pr G: = Fa ’ 
Ei VS Gig VS (x —&)’=2e, (vgl. Vorl. 15,$4), 


wobei in den drei letzten Formeln z stets auf G = O0 zu nehmen ist. 
Daraus entsteht, wenn man Alles in die letzte Integralformel einsetzt, 


JÈ tr m | — Ji ER i ey =I dw (ọ ist beliebig klein), 


(n=0) (=0) (e=0) 


und infolge der Resultate des letzten Paragraphen der fünfzehnten Vor- 
lesung geht dann (5) einfach in 


(6*) Jag wfo = f Paw m ee. 


(Fo < 0) (Fo=0) 


über. (6) und (6*) lassen sich in die Hauptformel 


fagu =f P, dw = -[2 PiP € ar E (RE D 1 a 


(7 1) (Fo < 0) (Fo=0) (=o) 


u E (en EE A ES 


zusammenfassen. Für n == 3 hat Gauss diesen Satz gefunden und in 
der schon erwähnten Arbeit über die Attraction der Sphäroide angegeben. 

Das gewonnene discontinuirliche vielfache Integral entspricht dem 
Cauchy’schen einfachen Integrale 


J= rit — se Fy, 1), 


(F@,y)=0) G=r+yi, =+ 1) 


welches als ganz FU Fall von (7) anzusehen ist. 


Der Grösse > P E * können wir nach Analogie mit n=? und 3 


eine T RM beilegen. Es jst 
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ð 1 a 
P: = O2, e zi Ta a m 02, 
und = stellt für n = 2 und 3 den Cosinus des Winkels dar, welchen 
k 


die Z,-Axe mit der Verbindungslinie r der beiden Punkte (2°) und (8) 
macht; ferner liefert, nach der Analogie des Raumes, 


For 22) 
Da e nR 


den Cosinus des Winkels, welchen die z,-Axe mit der Normale macht; 
also ist nach räumlicher Analogie 


a m- Pr (i2) 


der Cosinus des Winkels, welchen die in (2°) nach Aussen gezogene 
Normale mit der Geraden macht, die (2°) mit (£) verbindet. 


8 4. 
Statt [ABdv wollen wir jetzt das allgemeinere Integral 


Ss 2) IB le, Edv 


betrachten. Dabei soll & in dem ganzen betrachteten Gebiete em- 
deutig, endlich und stetig bleiben. Die geometrische Deutung des & 
werden wir bald zu besprechen haben. 

Nun setzen wir in (7), § 6 der vorigen Vorlesung für ® und W 
bezw. & und $+ ein; dann entsteht eine Integralgleichung, deren Gültig- 
keitsbereich wir festlegen wollen. Die natürliche Begrenzung von #t 
soll den gangen Bereich F, <0 in sich fassen; die natürliche Begrenzung 
von AB wird die Ausschliessung des Punktes (£) erfordern. Deshalb 
umgeben wir ($) durch eine sphärische Mannigfaltigkeit mit beliebig 
kleinem Radius ọ, nämlich durch 


= — (a ’>0, 
il 


deren Mittelpunkt (¢) ist. Nun bilden Kọ = O und G = 0 die noth- 
wendigen Begrenzungen, und die erwähnte Formel liefert uns: 


Js . ABdv = ES Kı - Prdv +e - P dw . 


(Fo <0, G <0) (Fo <0, G <0) (Fo=0, 6=0) 
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In den beiden ersten Integralen bedeuten die Grenzbedingungen, dass die 
Integration über alle Elemente dv erstreckt werden soll, für welche 
gleichzeitig F, und G negativ sind; im dritten Integrale ist die Inte- 
gration über die Oberflächen beider (n — 1)-fachen Mannigfaltigkeiten 
F,=0 und G = 0 unterschiedslos zu erstrecken. Liegt (&) ausserhalb 
F,< 0, dann ist die Hinzunahme von G überflüssig, aber keinesfalls 
eN sie etwas. 

Nach (3) ist AP in unserem ganzen Gebiete gleich Null; also 
entsteht aus der vorigen Formel 


(8) [2 Kr Prdv E P pdw . 


(F,<0, G <0) 


Nach den eben gemachten e zerfällt das Integral auf der 
rechten Seite in die beiden Theile 


Jee, <e Aa und fs . P ydw. 
(6=0) 


In den zweiten Theil führen wir, den Bezeichnungen der vorigen Para- 


graphen gemäss 
n PER 
Pr E: > Pr õp 


ein. Nehmen wir nun Polarcoordinaten, 2 == & + rur, wobei r und 
Ui, Wz, +». Un—ı die unabhängigen Veränderlichen sind, r von O bis ọ 


n 
geht, und B u = 1 gesetzt werden muss, dann resultirt 


azt 1 
p=-2 4. Ne 


1 


ôg 
Dass = = — u; und nicht gleich + % ist, folgt daraus, dass nach 


unserer Festsetzung über @ positive Werthe von p in das Innere der 
sphärischen Mannigfaltigkeit führen; es ist deshalb dp = — dr (vgl. 
$ 5 der vorigen Vorlesung). 

Da wir nun & als stetig in der Umgebung von ($) vorausgesetzt 
haben, so wird das 8 unter dem letzten Integrale mit abnehmendem o 
sich dem Werthe $U(&,,--. én) beliebig nähern, und das Integral selbst 
convergirt dem letzten Paragraphen der vorigen Vorlesung zufolge nach 
dem Grenzwerthe 


BR... 65). 


Kronecker, Integrale. 15 


N Te 
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So entsteht aus (8) 


n 
(8*) Ba Kı Prdv = se, PR + TRC <- ba). 
1 
(Fo <0, G <0) (F,=0) 

Jetzt wenden wir uns zu dem links stehenden Integrale und fragen, 
ob hier @ als eigentliche natürliche Begrenzung beizubehalten sei, 
oder ob man es als uneigentliche natürliche Begrenzung unterdrücken 
könne. Wir sind derartigen Fragen schon mehrfach (S. 49, 8.53, u. s. w.) 
nahe getreten und wollen ihrer grossen Bedeutung halber auch hier 
ausführlicher auf sie eingehen. 


$ 5. 


Wenn wir 
Rz), - - - 2,)dv 


Ss, 2) Be, Odo = a i eia 
m=?) | I - e] 3 


in der Umgebung des Punktes (£) untersuchen wollen, der als natürliche 
Begrenzung aufzutreten scheint, so führen wir am besten die gemischten 
Polareoordinaten 7; %,,...%,—ı durch 


2k = br tr E= ilgos w) 


ein, wobei dann zwischen den u die Bedingung 


n 
2-0 
Yu—1 
1 


besteht, und x von O bis ọ geht. Hierdurch wird das Integral, was ja 
offenbar ausreicht, auf den sphärischen Bereich 


Da = &)° — ọọ <0 


beschränkt. Die Functionaldeterminante giebt bei unserer Coordinaten- 
transformation (vgl. § 4 Vorles. 14) 7”—': ua, und da im Nenner des 
Integrals nur +”? auftritt, so erscheint » als Factor des Integranden, 
und das Integral nähert sich mit abnehmendem ọ der Null. 

Anders gestaltet sich die Sache bereits bei 


K [spa = [Pdo f; ta 
&e z 
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denn hier tritt bei demselben Integrationsbereiche durch die Einführung 
der Polarcoordinaten r* in Zähler und Nenner, so dass eine positive 
Potenz von r nicht mehr als Factor des Integranden erscheint. Da 
aber die Integration nach r sich von Null bis zum Werthe r = ọ er- 
streckt, und da ferner Q als endlich vorausgesetzt wird, so wird mit 
‚abnehmendem g auch hier noch der Werth des Integrals nach Null hin 
eonvergiren. 
Gehen wir dagegen noch einen Schritt weiter, nämlich zu 


ri RPdv, 
so fällt auch die Berechtigung des letzten Schlusses fort, und es bleibt 
fraglich, ob der Punkt (¢) zur eigentlichen natürlichen Begrenzung zu 
rechnen ist. — 

Aus den Betrachtungen dieses Paragraphen kann man die Folge- 
rung ?iehen, dass das Potential 


JORE 90 


überall eine stetige Function von ($) ist. Denn die Ableitung dieses 
Integrals nach & ist gleich 


g ` (er = gdo 


re 90 -—- | ZT, 
(Fa <0) | Da — w] 2 
1 
(Fa <0 
und der Theil des Integrals auf der rechten Seite, welcher sich über 
den Bereich 


(F, 0: und >» (2: — 5) — 0? > 0) 
5 1 


ausdehnt, bleibt endlich, während der restirende Theil, welcher über 
den kritischen Bereich 


Sure) 


erstreckt wird, sich gleichzeitig der Null nähert. Also bleibt die Ab- 
leitung stets endlich. 
Ueber die Stetigkeit dieser Ableitung muss jedoch nach den obigen 
Bemerkungen Zweifel bestehen (vgl. Vorles. 17, $ 2). 
18* 


Ze rn EEE | 
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8 6. 


Wir kehren nun zum Integrale (8*) zurück. Bedenken wir, dass 
& als endlich, stetig und eindeutig vorausgesetzt war, dass also $: 
endlich ist, dann folgt aus den Ueberlegungen des vorigen Paragraphen, 
dass für das Integral links in (8*) der Punkt (8) keine wesentliche 
natürliche Begrenzung bildet, und dass also die Bedingung G < 0 
einfach weggelassen werden kann. Das giebt statt (8*) 


JE aBa = fae, -29B dw + TRG, <- 6). 
(Fo < D (Fa=0) 


Wir haben schon vorher darauf aufmerksam gemacht, dass das 
letzte Glied getilgt werden muss, falls (Ẹ) ausserhalb des Bereiches 
F,<0 liegt. Setzen wir daher fest, dass für alle Punkte (8), für 
welche F, >Q ist, der Werth von $ gleich Null gesetzt werden soll, 
dann kann man 


(9) T> Kı Pıdv = fa, Bodo — : 8 (sen F (JS — RG 
1 
(Fo < 0) (=) 
= | (2, . . . )P,dw + TRE) 
(Fo=0) 


schreiben. Auch hier lässt sich P dw geometrisch genau so deuten 
wie oben in $ 3, so dass man 


SaoaBaw -/ s9 cos (p, r)dw 


r 


setzen könnte. 

Der Function kann man gleichfalls eine geometrische Bedeutung 
geben. Im Falle n = 3 wird der Körper F, <0, der mit Masse von 
der Dichtigkeit St(z,,2,,2,) im Punkt (2) belegt ist, auf den Punkt ($) 
eine Anziehung ausüben. Die verschiedenen Componenten derselben 
nach den einzelnen Axen werden dabei durch die Ableitungen von 
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nach den zugehörigen & geliefert. Auf Grund dieser Erwägungen hat 
Gauss die Function 8 als Diehtigkeitsfunction eingeführt, — er 
bezeichnet sie durch Æ —, und danach erscheint es auch naturgemäss, 
dass wir Ñ ausserhalb des betrachteten Körpers gleich Null setzten. A 
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Freilich dürfen wir nicht vergessen, dass ein solcher Dichtigkeitssprung, 
wie wir ihn beim Ueberschreiten von F, = 0 zulassen, in der Natur 
nicht vorkommt, sondern dass da ein stetiger Uebergang stattfindet. 


SET. 


In $ 5 sahen wir, dass bei der Berechnung von 


0°? m 
Pdv 
TA ika 


gewisse Schwierigkeiten auftreten. Mit Hülfe der Formel (9) können 
wir nun aber die Summe der zweiten Ableitungen des allgemeinen 
Potentialausdruckes nach den & bestimmen. Zunächst wird 


(Fo < 0) (Fo < 0) 
da ja 
ap 68 
OEE E OA 


ist. Setzt man dann in die erste Formel des $ 6 der letzten Vor- 
lesung, die wir durch partielle Integration ableiteten, 


yo), =$, 
so geht sie in 
HEIZ + f Pdv =f% -R. z, dw 
(F, < 0) (Fo < 0) (Fo =0) 


über, und also erhält man 


Sera = (Bao — f P2, dw. 


(Fo < 0) (F < 0) (R,=0) 
Die nochmalige Differentiation nach é liefert dann sofort 
22 a 3 
za JeRa = E, PıKıdv + ER dw 
(Fo < 0) (Fo < 0) (Fo=0) 
dabei ist vorausgesetzt, dass (£) nicht gerade auf der (n — 1)-fachen 
Mannigfaltigkeit F, = 0 liegt. Summirt man in der letzten Gleichung 
von k = 1 bis k= n, dann folgt (vgl. S. 262) 


4: Piv = P Kı Pdv +/RB,au, 


(Fo < 0) (Fo < 0) (Fo=0) 
und also auf Grund des Resultates (9) 
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(10) [Bao = + Olsen Fly.) —D)-RKld-- - &n) 
RE 1 N 


Zum Beweise dieses Satzes, der für n = 3 von Poisson gefunden 
wurde, ist noch Einiges zu bemerken. Gauss hat den ersten mathe- 
matisch correeten Beweis gegeben. Er macht in seiner Abhandlung 
„Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhältnisse 
des Quadrats der Entfernung wirkenden: Anziehungs- und Abstossungs- 
kräfte“ (Werke V, 8.195. $ 6 u. 7) darauf aufmerksam, dass die erste 
Differentiation möglich sei, weil 


0 
fer <0) 


„einer wahren Integration fähig ist, das Integral also einen bestimmten 
„endlichen Werth erhält, der sich nach der Stetigkeit ändert, weil 
„alle in unendlicher Nähe bei (£) liegenden Elemente nur einen un- 
„endlich kleinen Beitrag dazu geben. Was nun aber,“ heisst es weiter, 
„die Differentialquotienten höherer Ordnungen betrifft, so muss für 
„Punkte innerhalb A, <0 ein anderes Verfahren eintreten, da die ent- 
„stehenden Ausdrücke, genau betrachtet, nur Zeichen ohne bestimmte 
„klare Bedeutung sein würden. Denn in der That, da sich innerhalb 
„jedes auch noch so kleinen Theils von F, <0, welcher den Punkt (£) 
„einschliesst, Theile nachweisen lassen, über welche ausgedehnt dieses 
„Integral jeden vorgegebenen Werth, er sei positiv oder negativ, über- 
„schreitet, so fehlt hier die wesentliche Bedingung, unter welcher 
„allein dem ganzen Integrale eine klare Bedeutung beigelegt werden 
„kann, nämlich die Anwendbarkeit der Exhaustionsmethode.“ Gauss 
verwendet dann den Satz von der partiellen Integration, um zum 
zweiten Male differentiiren zu können. In den Dirichlet’schen Vor- 
lesungen ist hiergegen nur der kleine Unterschied, dass zuerst unter 
dem Integralzeichen partiell integrirt wird, und erst dann die Differen- 
tiationen vorgenommen werden. Im Grunde genommen ist es dasselbe 
Verfahren, und auch wir haben kein anderes verwendet. Immer ist es 
die partielle Integration, welche die Möglichkeit weiterer Differentia- 
tion bietet. Aber ein Geschenk wird uns dadurch nicht gewährt! 
Es kommt durch diese Methode eine neue Voraussetzung in den Satz, 
nämlich die, dass die Dichtigkeitsfunction nach allen Coordi- 
naten Ableitungen besitze, welche alle wieder endlich und 
stetig sind. 

Nun tritt die Frage auf: ist diese Voraussetzung nothwendig? 
Es erscheint zweifelhaft, ob man den rein mathematisch gefassten, von 
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jeder Beziehung zur Physik losgelösten Satz jemals ohne irgend welche 
Voraussetzung über die Dichtigkeitsfunction, als die, dass das Integral 
einen Sinn hat, wird beweisen können. Es ist schon sehr merkwürdig, 
dass sich der Satz ohne jede Schwierigkeit ableiten lässt, sobald vor- 
ausgesetzt wird, dass die zweiten Ableitungen des Potentials überhaupt 
nur bestehen und stetig sind. 

Wir müssen in solchem Falle, wie wir es schon früher thaten, 
eine übersichtliche und umfassende, hinreichende Eigenschaft der Function 
als Voraussetzung wählen, wenn sie auch nicht gerade nothwendig ist. 

Eine solehe wollen wir besprechen; sie hat den Vorzug ziemlich 
grosser Allgemeinheit. Bisher handelte es sich um die Differentiir- 
barkeit der Dichtigkeitsfunetion in (£) selbst. Denken wir uns statt 
dessen durch den Punkt innerhalb einer kleinen Umgrenzung Radien- 
vectoren gezogen, so können wir von der mittleren Dichtigkeit oder 
von der Masse auf einem solchen Radius sprechen. Wir machen nun 
die Länge des eingeführten Radiusvector von einem Parameter t abhängig. 
Wird dann die Differentiirbarkeit der mittleren Dichtigkeit nach diesem 
Parameter vorausgesetzt, dann können wir (10) beweisen. 

Bevor wir aber dazu übergehen, wollen wir zunächst die eben ge- 
machte Bemerkung rechtfertigen, dass die Existenz und die Stetigkeit 
von 4 Pot. zum Beweise der Poisson’schen Formel (10) ausreicht. 


88. 


Der Abkürzung halber führen wir die Bezeichnung 


(11) BE 6%) = | 8a, +2) Plz, dv 

(Foliis. a) <0) 
für das Potential des Punktes (£) in Beziehung auf das Gebiet Fp <0 
mit der Dichtigkeitsfunction 8(2,,...) ein. Danach ist also auch 


(11%) Poit. 6) = (Ra, AEE r d dv. 
(Folin --) <0) 


Wir benutzen jetzt die auf ein beliebiges Gebiet G < 0 bezogene 
Gleichung (8*) § 6 der vorigen Vorlesung 


dA Pdv -/ Y,dw, 
i € (G <0) (G=0) 
formen sie mittels 


z ) y0 x F 
nA nAn a ne (6-9 
1 1 
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in + > de 
Jarw -/ > Ty Gr & 
(G <0) e 


um, setzen W = Pot (2, ...2,) ein und berücksichtigen (11), (11*) 
und (7); dann ergiebt sich 


JAP <e e 20)dV =f X Por -Gr = 
1 


(G <0) (G=0) 
. n d è 4 > f z’, z 4 
-JD os Rei, FEA ao 
(G=0) (Ft, Ar: 0) 
RE k , r r ą opz’, 2) dw 
= Re, EN nav f SDa, g 
(FE) <0) (G=0) 
(Ra... nav fpe, dw 
(Fo) <0) (6=0) 
= f 8i, ee e Zn)Av” k (sgn G(zi,.. .) — 1). 
(Fed) < 0) 


Wir denken uns jetzt das bisher willkürliche Gebiet @ <0 als 
sphärische Mannigfaltigkeit, die ganz in F,<0O gelegen ist. Dann 
wird die letzte Klammergrösse für jeden Punkt 2’ der innerhalb @ < 0 
gelegen ist, den Werth — 2, für jeden ausserhalb G < 0 gelegenen 
Punkt dagegen den Werth O geben, und dadurch entsteht 


JAP re — T | Ri -2a )dw . 
(G < 0) (G < 0) 
Der Mittelpunkt der Mannigfaltigkeit @ < O sei (£) und ihr Radius ọ. 
Setzen wir nun St in der Umgebung von (¢) als stetig voraus, so wird 
bei abnehmenden ọ rechts der Grenzwerth K(&,,... én) vor das Integral 
gezogen werden können, und , 
lim J = lim f dv 
0—0 0=0 
wird den Inhalt des Integrationsgebietes bei verschwindendem ọ be- 
zeichnen. Dann entsteht 


lim 3J dv. APot(a,...) = T A A 
0=0 
PEREIS 


Wüsste man nun, dass APot(z,,...2.) gleichfalls in der Um- 
gebung von (é) stetig wäre, so würde aus dem Integrale wieder 
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4Pot($,,...) heraustreten, und der Restfactor gäbe den Werth 1. Dies 
würde uns dann auf die Formel 


(10) le) 
zurückführen. 

Der hier gegebene Beweis des Poisson’schen Satzes ist unab- 
hängig von der Voraussetzung der Differentiirbarkeit von 8 geführt, 
Dagegen war die Voraussetzung der Existenz und der Stetigkeit von 
4Pot nöthig. Dass das Eine und das Andere aber wirklich zutrifft 
lässt sich rein mathematisch wohl nicht beweisen. 


? 


89. 


Wir kommen jetzt zu dem bereits angekündigten dritten Beweise 
der Formel (10). Die Verwendung der Clausius’schen Coordinaten 
zeigt sich hier als sehr zweckentsprechend (vgl. S. 43). 

Wir denken uns den Punkt (8) innerhalb F (29, ... 2°) < 0 und 
verbinden ihn durch eine lineare Mannigfaltigkeit 

z, = 2 + ig — 2) (k= 1,2,... n) 
mit einem willkürlichen Punkte (2°) der begrenzenden Mannigfaltigkeit. 
Geht dann ¢ von O bis 1, so durchläuft (2) den „Strahl“, welcher durch 
die Punkte (8) und (2°) bestimmt ist. Die neuen Coordinaten sind also 
die (n + 1) Grössen t und 2°, ...2°; aber zwischen den letzten n Grössen 
findet die Gleichung F (2, ...2°)=0 statt. Diese (n + 1) Variablen 
sind die, welche wir früher als Clausius’sche Coordinaten eingeführt 
baben. Zunächst ist die Functionaldeterminante zu berechnen. Es wird 


dz, = (E, — dt + (1 — ijd Kk=1,2,...n). 


Wir betrachten jetzt de’, dzl, ...dæ@_, als unabhängige Incremente 
Doke i i 0 Je nei 
und d2? als von ihnen gemäss F (2%, ... 2) = 0 abhängig, so dass 
n—1 0 
02, 


da, = (dt +(- BE de 
1 h 


wird. Für die Umformung unseres Integrals brauchen wir den Werth von 


A 1-1, 0, ro id 
Em 0, 7, u... 0 | 
a 0, 0, am LH | 
02" 57 020 
-2 , 0-981, A-9d—, ... (1 — ġġ 
c Ea Ty ( ) 020’ ( ) 3a ( Fr i 
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Behandeln wir diese wie schon mehrfach ähnliche Determinanten, dann 
folgt das Resultat 
n—l1 


. 0 Ni 
n— a 
(1 — 1) ul a a, 2° $ 
1 h 
oder es ergiebt sich wegen 
0 N Al 
Forde aF 2 „az = 0 


als Werth der Functionaldeterminante: 


ii n 2 
E% dl za ige (E AIk Fon j 


Dies wenden wir zur Transformation irgend eines »-fachen Integrals 
an und erhalten unter Benutzung von (4) Vorlesung 15, $ 4 


Jot ... 2,)00 
(Fo < 0) 
a y le e d 
=| o+ EA LAN R L MA, Eat. 
(Fo=0; Eeo) $ 


Aus einem Specialfalle ersieht man, dass das Vorzeichen der Functional- 
determinante richtig gewählt ist. 


810. 


Diese Transformation wenden wir auf die Ableitung des Potentials 
an; es folgt 


Pot, (&) = Ha en 


n 
Pad, Fade 0) 


x Ta RS 1 d 
- [a dat JEDER Eat, 


(Fed, . . )=0; t=(0... 9) 


pi'a = PEN 2 g a 1 ER 
Yo De 6.) | dp" 4 
gesetzt ist. Das Wichtige dieser Umwandlung liegt darin, dass der 
Integrand jetzt den Factor (1 — i) im Nenner nicht mehr besitzt, also 


für ¿= 1 nicht œ wird, ausgenommen wenn (¢) auf F =Q liegt. 
Das wollen wir aber ausschliessen. Da ferner 


wobei 


n 


Be a 0 
a a A 
To k 


Dritter Beweis. 283 


ist, so kamı man die obige Formel 


12) Pond fra DA + th RD DE, a 
Il 
(red, AM :0)=0; t=(0... 1)) 


schreiben. Wir wollen dies noch einmal nach & differentiiren; weil 
nun & in & und P vorkommt, so müssen wir wieder unsere frühere 
Voraussetzung von der Differentiirbarkeit der Dichtigkeitsfunetion & 
aufnehmen. Es tritt dann unter dem Integralzeichen als Integrand die 
Summe 


RANDE HI. JEDE —DE,< 
1 


+ ud Fr En + té, 3° nn (8, TA 2) Fae G 
FA Ha t th- PF, 


auf. Berücksichtigt man, dass erstens 


1 Sia B ER 
Ba ZA 
und dass ferner 
È u= 0 
1 
wird, so ergiebt sich 
APoty(t) = J Sia: A pA (BEP, 
(E,@)=0, t=(0...1)) 
+ [Rat Dpr Er 
-=f + 8 jay PiFor 
gia z 
[Id Cu 
du 
RG. TDA r. 


Hier tritt also von selbst aus dem Integrale heraus, und auf das 
zurückbleibende Integral können wir das Resultat (7) des § 3 an- 
wenden; das führt uns dann auf die Formel 
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A Pot: (t) = — TR (b. bn) 
zurück, wenn wir wieder, wie oben, für Punkte (&) die ausserhalb 
F,<0 liegen, 8(&,...) = O setzen. 


s 11. 


Der soeben vorgetragene Beweis zeigte die Wirksamkeit der 
Clausius’schen Coordinaten insofern, als die etwas künstliche Be- 
nutzung der partiellen Integration vermieden worden ist; die frühere 
Voraussetzung über die Differentürbarkeit von & ist aber geblieben. 
Wir wollen jetzt auch diese beseitigen, oder vielmehr, sie durch eine 
etwas weitere Voraussetzung ersetzen. Dazu führen wir die Function 


Ss c. 22 + tl, — 2),..)Jdt=W(r, 8 — 2°) 


mit variabler oberer Grenze t ein. Setzen wir hier , — 2 = ¢, und 
für i das Product 4 dann entsteht 


q fi RC., 2 + ath, -Jdt = PC, ¢'), 
und weil die linke Seite auch 


—au(®, ge) 

ist, so wird 

P(g, E) =a P(r, E4) 
als Folge davon, dass £ unter dem Integral nur mit 8° multiplicirt 
vorkommt. Setzen wir in der letzen Gleichung t = 1 und q = r, so 
wandelt sie sich in 

er) =rHll,ıe)) 

um, und die Differentiation nach é, ergiebt 

Nr hl,Td). 


Hieraus geht einerseits sofort durch Summation 


Diner dan = e u 


h=1 h=1 


hervor und andererseits, wenn wir die letzte Formel für W (r, 8’) nach 


t differentiiren, 
6 Fr ze‘) ; 


Fe, E) 
OTt 


= P(1, 1) +r 


Die beiden letzten Resultate geben durch an mit einander 
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Dane, EN _ ac,re) 
(13) h=1 


lt, » , 
=r Eh Es et). 


Wir gehen nun zur Gleichung (12) des vorigen Paragraphen zurück 
und führen darin die Integration nach ¢ aus. Das ergiebt 


Pot, ( = — f Pl, ENRE, 92 (a Fon F: 
(F@, .. . 2) =0; «=1) 


Diese Gleichung differentiiren wir nach &; oder, was dasselbe bewirkt, 
nach &. Dadurch entsteht 


a a: y ' e n 1 
T EONS Aa ma, DÈ CEILTE 


-S P(r, E) Pr, ADA En € 


+ [ve BO n 


Summiren wir nun nach % von 1 bis v, so fällt wegen S = () 
das mittlere Integral fort. 
Im ersten setzen wir 


P, $) = — a 


und erhalten 


ARAD -f9 v, G TPA (a — &)F, he 


=i rk AH=0;:=1) 


+f ret DIN GT 


Wenn wir hier auf das erste Integral die Formel (13) anwenden, 7” 
unter die zweite Summe ziehen und dann in ihr 


0 j 
Zn — En n 
a ae 


1” 


durch ®,(2°, £) 


ersetzen, dann entsteht aus der letzten Formel 
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AERO | (z en — Pr, De ‚For: ze 
A 3 i er 
H EENE RE, Dn S 


- (re), Due, Ir m =0). 


Aus der Definitionsgleichung für % ergiebt sich für den Klammer- 
ausdruck der constante Werth 


Menu. Fl 
und so entsteht endlich wieder 


ay RR. Yan“ m-0 


ı=1 
= — T Rb- ba). 
An die Stelle der Voraussetzung über die Differentiirbarkeit von S 
ist hier die entsprechende bei W, d. h. bei der durchschnittlichen Masse 
jeder von (£) nach F, = 0 gezogenen geraden Linie getreten. Dabei 
kann man sich die Umgrenzung F, = 0 durch eine andere beliebige 
ersetzt denken, und die angegebene Voraussetzung besteht nur darin, 
dass mindestens für eine Art der Umgebung des Punktes (¢) die 
mittlere Dichtigkeit in den vom Punkte ausgehenden, bis zur Be- 
grenzung der Umgebung gezogenen Strahlen differentiirbar sei, und 
diese Wo it wesentlich geringer als die Gauss’sche, 
dass die Dichtigkeit im Punkte ($) selbst nach allen » Variablen diffe- 
rentiirbar sein soll. 

Der Gedanke, der dieser Voraussetzung zu Grunde liegt, ist den 
umfangreichen Arbeiten von Clausius entnommen. Clausius schliesst 
den Punkt (¢) durch eine sphärische Mannigfaltigkeit aus; wir sahen, 
dass wir diese Einschränkung nicht zu machen brauchen. (Vgl. Berl. 
Monatsber. 1891; 30. Juli; S. 881—890.) 


812. 


In noch befriedigenderer Weise gelangen wir zum Ziele, wenn wır 
statt des Theorems für 4 Pot (¢) ein analoges Theorem für die Summe 
der zweiten Ableitungen des Potentials zweier Mannigfaltigkeiten auf 
einander liefern und dies dann specialisiren. 

Es beruht ja überhaupt nur auf einer Abstraetion von der Wirk- 
lichkeit, wenn man von der Anziehung eines Punktes durch eine Masse 
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spricht. Naturgemäss ist allein die Behandlung der gegenseitigen An- 
ziehung zweier Massen durch einander. Der mathematische Grund 
jener Abstraction ist lediglich in der analytischen Schwierigkeit des 
allgemeinen Problems zu suchen. Deswegen schiekt man seiner Be- 
handlung die Lösung des einfacheren und leichter zu bewältigenden 
voraus, die Wirkung einer Masse auf einen „materiellen Punkt“ zu be- 


- rechnen. 


Allgemein können wir das Problem so fassen: Wir denken uns 
den ganzen unendlichen Raum zwei Mal mit Masse belegt, das eine 
Mal mit der Masse $, das andere Mal mit der Masse I’. Im zweiten 
Falle denken wir uns weiter den unendlichen Raum abhängig von einem 
Punkte ($), der seine Lage gegenüber dem mit der Masse & belegten 
Raume ändern kann. Mit der Bewegung des Punktes (8) ändert sich 
das Potential der beiden Räume auf einander. Differentiiren wir dieses 
Potential nach ($) zweimal und bilden das 4 des Potentials, so gilt 
der Satz 


4Pt=—Blfla,...2)-8l2,-.-..2.)dv, 


wobei das Integral über den ganzen unendlichen Raum erstreckt ist. 
Ueberall da, wo das eine oder das andere verschwindet, ist das Ele- 
ment des Integrals gleich Null. Man brauchte die Integration also 
nur über die Stellen zu erstrecken, für welche in beiden Räumen & 
und K’ gleichzeitig von Null verschieden ist. Der Einfluss des (£) liegt 
im Ausdrucke von &’. 

Bei diesem Satze ist keinerlei Voraussetzung über $t oder &' nöthig; 
das kommt daher, weil hier nicht schon die zweite Ableitung des 
Potentials nach (8) sondern erst die vierte unstetig wird. 

Auf diesen Satz wollen wir aber nicht eingehen; denn die Be- 
trachtung der Producte zweier Dichtigkeiten erscheint nicht natürlich. 

Wir beschränken von vorn herein die Ausdehnung der beiden 


Massen M und M’ auf die endlichen Gebiete 
F(@&,..-3)<O und bezw. F(2i,-..»)<0. 


Ferner lassen wir zwar die Dichtigkeitsfunction & von M allgemein, 
setzen aber fest, dass Ñ’ für M’ den constanten Werth 1 besitzen 
soll. Die Masse M nehmen wir als fest mit dem Coordinatensysteme 
verbunden an, während M’ im Raume beweglich sein soll; zu einer 
beliebigen Zeit möge es durch Fy(zi, ... 2a) <O bestimmt sein. Es 
reicht für unsere Zwecke aus, die Bewegung von M’ lediglich den 
Coordinatenaxen parallel anzunehmen; denn wir wollen nachher M’ 
unendlich klein werden lassen. Durch diese Voraussetzung machen 
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wir den Ort von M’ von den Werthen &,...&, der Coordinaten eines 
bestimmten Punktes (¢) von M’ abhängig und wir können diesen Ort 
als durch ‘die Ungleichung Fo(zi + bip <- Zn + En) <0 bestimmt an- 
sehen, wo jede Coordinate si der Punkte von M’ in ihrer Anfangslage 
um dieselbe Grösse & vermehrt werden muss. 

Dann handelt es sich bei unserer Untersuchung um das Integral 


.2,)dvdv’ 


VE e a Ehe u 
(14) a-2(2@-5°)° 


IR 
= 


(For) <0; Foli ttr: )<0) 


welches die Erweiterung von (11) repräsentirt. Die Integration erstreckt 
sich jetzt über zwei n-fach ausgedehnte Gebiete. 

Der Ausdruck (14) muss, damit wir zum Potential gelangen, nach 
& zweimal differentiirt werden. 

Setzt, man zunächst 2; + & = zz, so hängt die Gebietsbestimmung 
nicht mehr von den & ab, so dass man bei der Differentiation des 
Potentials nach & nur das Integral selbst zu differentiiren hat. Ist 
dies geschehen, dann setzt man wieder rückwärts z% ein, und erhält so 


BO MO. nf a @—-:+6) 


( Se 2 + 69°)? 


(Fotis. .) <0; Fol »--).20) 


Rz, - - - 2,)dvdv’ I 
* rer a, 
(2a -°)’ 


1 


(Foli: <.) <0; Fo (zi +&11 <) <0) 


und nun differentiirt man nochmals nach &, indem man davon Gebrauch 
macht, dass & nur in der Gebietsbestimmung vorkommt. Wir wenden 
dabei die Formel (2*) aus $ 5 der fünfzehnten Vorlesung an. So resultirt 


ö* Pot(M, M'; $) [Re 2.)dv (4 — 2) Fór dw’ 
ot s ER n iad S’ ’ 
n (Folan; 2) <0) (2e vs =’) 2 
1 


und durch Summation folgt 


tn a Te Zei re ee 
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Den = fR, ... ajdo | Prdw, 
1 


2 
08 r 4 
(For, i -) <0) (roci + či ..)=0) 


wobei natürlich (S. 269) 


_ STORE, 2’) For 
Pr — PREOT 


zu denken ist. Unter Benutzung von (7) entsteht hieraus 


A; Pot (M, M'; $) = | 8e -edv . 5 (sen Fa + &v--)—1} 
(For +- zn) <0) 


oder, da der letzte Factor nur für alle Punkte von Folz, + &,.:.) <0 
von Null verschieden und zwar gleich — 2 ist, 


(15) 4 Pot, M; = — a | Ra,...en)do, 
(Folens --) <0; Frlatbıs.-)<0) 


d. h. „sind zwei Mannigfaltigkeiten, M mit der Dichtigkeitsfunetion $ 
„und M’ mit der Dichtigkeitsfunction R'’= 1 gegeben, von denen die 
„erste ruht, und die andere sich in Beziehung auf ein festes Coordinaten- 
„System nur parallel den Axenrichtungen bewegt, dann wird das 4 ihres 
„Potentials, nach der Lage der beweglichen Mannigfaltigkeit genommen, 
„gleich dem Producte aus (— ©) und dem über das gemeinsame Gebiet 
„beider Massen erstreckten Integrale, falls man diesen Bereich mit einer 
„Masse von der Dichtigkeit 8(2,, ... 2.) belegt.“ 

Da hierbei die Differentiation nach den stetig sich ändernden 
Lagen ausgeführt wird, so bedarf man keiner weiteren Voraussetzung. 

Wir wollen jetzt M’ zu einer sphärischen Mamigfaltigkeit werden 
und ihren Radius ọ nach Null gehen lassen. Gesetzt nun, man 
dürfte 


(16) lim (4: Pot (M, W; 8)) = 4: (lim Pot (M, M’; &)) 
0=0 0=0 


setzen, dann würde die Vergleichung von (14) und (11) zeigen, dass die 
Klammer auf der rechten Seite dabei in das Product aus Pot (M; £) und 
dem Volum der sphärischen Mannigfaltigkeit mit dem Radius ọ über- 
geht. Die linke Seite der letzten Gleichung würde durch Vermittelung 
von (15) das Product aus (— @$) und demselben Volumen geben. 
Somit ginge, wenn man das, den beiden Seiten gemeinsame Volumen 
weghebt, (16) in (10) über. Die Schwierigkeit, von (15) zu (10) als 
Grenzfall zu gelangen, liegt daher wesentlich in dem Beweise von (16). 
Kronecker, Integrale. 19 
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Der durch (15) gelieferte Satz ist das eigentliche Haupttheorem. 
Im Falle des Raumes, demjenigen, mit welchem die Physik es über- 
haupt nur zu thun hat, ist ja nie von wirklichen Massenpunkten 
sondern immer nur von Massen die Rede, welche beliebig klein 
werden können. Bleibt man dementsprechend auch in der allgemeinen 
Theorie bei den Massen stehen, so treten, wie man sieht, die Schwierig- 
keiten gar nicht auf, die wir bei der Berechnung des 4 für das Potential 
einer Mamnigfaltigkeit auf einen Punkt fanden. 


Siebzehnte Vorlesung. 


Darstellung einer Function durch 4 und ihre Begrenzungswerthe. — Hauptformel. 

— Unstetigkeit der Potential-Ableitungen. — Green’sche Form der Begrenzungs- 

gleichungen. — Green’sche Function bei sphärischen Mannigfaltigkeiten. — Ein- 
führung von Polarcoordinaten. — Entwickelung nach Kugelfunctionen. 


ul 

Wir wenden uns jetzt zu der in der fünfzehnten Vorlesung am 
Ende des sechsten Paragraphen besprochenen Aufgabe: „eine Funetion 
„zu bestimmen, deren Werthe auf der Begrenzung einer n-fachen sphä- 
„rischen Mannigfaltigkeit, und deren 4 für alle Punkte innerhalb dieser 
„Mamnigfaltigkeit gegeben sind.“ 

Dabei knüpfen wir an die beiden, im Vorhergehenden abgeleiteten 
Formeln an (vgl. S. 276, (9) und S. 263, (7)): 


-|$ upao + [Eriw +4 - s DSO -0 


(Fo < 0) (Fo=0) 
und 
f > D,W,dv +f WA Pdv -J Po,dw =0. 
PREN (Fo <0) (Fo=0) 


In die zweite Formel setzen wir für ® und W bezw. % und ® ein; 


addiren wir dann das Resultat zur ersten Gleichung, so ergiebt sich 
1 en 
! a sgn PIDDE CE) 

= — [Pad — f Erdu + | Bde, 


(Fo <0) (Fo =0) (F,=0) 


0) 
also eine Formel, in welcher das, der Berechnung besonders unzu- 


gängliche Integral 
PATE 
1 


nicht mehr vorkommt. Setzen wir über die Function %(z....2,) 
19° 
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ähnlich wie bei der Dichtigkeitsfunetion St voraus, dass ihr Werth für 
jeden Punkt (z) ausserhalb des Bereiches F, < O gleich Null sei, dann 
können wir (1) kürzer in der Form 


1) —a8O = | P47 + f EP dw — [RE,du 


(Fo < 0) (Fa=0) (Po=0) 
schreiben. Diese Hauptformel rührt von Green her. 


§ 2. 

Ersetzen wir in (1*) die Function j$ durch die Dichtigkeitsfunction 
X, dann enthüllt die Gleichung eine der wichtigsten Eigenschaften der 
n-fachen Potentiale. 

Die auf ihrer linken Seite stehende Function ist eine stetige 
Function von (¢), so lange dieser Punkt sich nur innerhalb oder nur 
ausserhalb F, <0 bewegt; bei jedem Ueberschreiten von F, = O hin- 
gegen tritt ein Sprung von der Grösse + @f5 auf. Es muss also 
auch rechts in (1*) eine Unstetigkeit vorkommen. Das erste Integral 
kann als Potential einer »-fachen Mannigfaltigkeit mit der Dichtigkeits- 
function I} aufgefasst werden, das dritte als Potential einer (a—1)- 
fachen Mannigfaltigkeit Fy = 0 mit der Dichtigkeitsfunction p. Nach 
$5 der vorigen Vorlesung sind beide Integrale überall stetig. Folglich 
kann die Unstetigkeit der linken Seite nur vom mittleren Integrale rechts 


J&Priw= 2. je8e dw 

(Fo=0) (Fo=0) 
stammen. Dies muss sich um + ©&R(¢E) ändern, wenn ($) die Mannig- 
faltigkeit Fy (20, ... 2°) = 0 passirt. „Es ist also die nach der Normalen- 
„richtung genommene erste Ableitung des selber noch stetigen Potentials 
„RK Pdw einer (n — 1)-fachen Mannigfaltigkeit F, = O nicht mehr 
„stetig; durchsetzt man F) = 0 in einer Normale, so ändert sich das 
„Potential um das (+ ®)-fache der Dichtigkeit des getroffenen Punktes.“ 
Beim Massenpotentiale werden erst die zweiten Ableitungen unstetig. 


83. 

Wir können (1*) zur Lösung folgender Aufgabe benutzen: „Es 
„soll eine Function 5(2,,...2.) innerhalb des Bereiches Fy <0 ana- 
„Iytisch dargestellt werden, wenn auf der Grenze F, = 0 ihre Werthe 
„ds (2,... 20) bekannt sind; wenn ferner im Innern die Werthe von 
(2) AS = DE- 2a) 

„gegeben sind; und wenn man endlich für die Grenze des Bereiches 
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„die Werthe von %,, d. h. die Ableitung von 5 nach der Normale 
„kennt.“ Hier liefert dann (1*) die Lösung der partiellen Differential- 
gleichung (2) von der zweiten Ordnung, für welche gewisse Grenz- 
bedingungen vorgeschrieben sind, und eine solche Lösung ist bemerkens- 
werth, da derartige Probleme im Allgemeinen sich noch der analytischen 
Behandlung entziehen. 

Die eben gestellte Aufgabe ist aber überbestimmt; denn die letzte 
Forderung führt die von den beiden ersten Daten nieht mehr unab- 


08 


hängigen Werthe von T ein. Sie muss also weggelassen werden, und 


die Frage taucht dabei auf, wie man aus (1*) das von p abhängige 
Glied wegbringen kann. Diese Frage ist Gegenstand der eingehendsten 
Untersuchungen geworden; Carl Neumann hat ihr eine Reihe wichtiger 
Arbeiten gewidmet, in denen er eine Anzahl schöner Resultate ableitet; 
allein die allgemeine Frage hat er nicht erledigen können. Auch bei 
Green kommt bereits ein ausgezeichnetes Resultat vor. Wahrscheinlich 
ist die Frage in voller Allgemeinheit überhaupt nicht lösbar. 

Wir wollen die Sache von folgendem Gesichtspunkte aus betrachten. 
Man spricht immer von „dem“ Bereiche F, <0 und von „der“ Um- 
grenzung F,=0. Nun ist es ja ganz richtig, dass das Gebiet wie 
die Umgrenzung desselben geometrisch eindeutig bestimmt sein müssen; 
aber wenn wir an die analytische Behandlung der Aufgabe gehen 
wollen, dann kann die analytische Darstellung der Begrenzung nicht 
entbehrt werden, und diese Darstellung ist auf unendlich viele Arten 
möglich. Welche von diesen ist für unseren Zweck nun die geeignetste? 
Wir können die Frage so wenden, dass wir diejenige Darstellung für 
die Begrenzung suchen, bei welcher gerade das uns unbequeme Inte- 
gral in Wegfall kommt. 

Um dies zu erreichen, nehmen wir eine vorläufig unbestimmte 
Function @ der z und &, welche im Innern und auf der Begrenzung 
des Gebietes endlich, stetig und differentiirbar sein soll, und setzen in 
die zweite Formel des ersten Paragraphen statt D und # zuerst % 
und G und darauf G und ‘5 ein. Dann entsteht 


15 Fr Grdv = [34600 — [ 6,3dw 


(E, <0) (Fo < 0) (Fa =0) 


= [61300 —[3,6aw, 


(Fo < 0) (F,—0) 
und also $ 


0 [6.1340 [34640 +[86,au [3,6aw. 


(Fo < 0) (Fo < 0) (Fo=0) (Fo=0) 
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Subtrahirt man diese Gleichung von (1*), dann resultirt 


— aF = | B — C) 17de + | Pı — 6)3dw — [B- dw 
(Fo < 0) (Fo=0) (Fo =0) 
- 31640 Ä 
J 0) 


Legen wir also der Function @(z,&) die beiden Bedingungen auf: 
1) dass auf der Mannigfaltigkeit F} = 0 stets Œ =— Ẹ sei, oder was 
dasselbe besagt, dass durch die beiden Gleichungen 


(3) Fe, 9 =0 mi GR, — PE, e) = 0 
dasselbe Gebilde dargestellt werde; und 2) dass 
(4) 4G (z, — 0 (Fa <0) 


sei, dann liefert die obige Gleichung die Darstellung von 5 in der Form 


© -03O = |8- Dar + [ER — Grau. 
(Fo < 0) (Fo=0) 

Wie man sieht, sind die der Function @ auferlegten Forderungen 
(3) und (4) von gegebenen Werthen für Ẹ unabhängig, denn sie knüpfen 
lediglich an das Gebiet F, <0 an. 

Eine solche, durch (3) und (4) bestimmte Function @ nennt man 
eine Green’sche Function, wofür wir wohl besser eine Green’sche 
Form der Begrenzungsgleichung sagen. Sie löst die gestellte 
Aufgabe für das Gebiet F, bei jedem %; aber freilich ist das Problem, 
G zu finden, nicht minder schwierig als das ursprünglich gestellte. 
In soleher Weise lässt sich die Natur nicht überlisten. Für sphärische 
Mamnigfaltigkeiten kann man eine elegante Lösung geben, aber für 
weitere, selbst für ellipsoidische ist das bisher noch nicht gelungen, und 
dies kommt daher, dass das Potential seinem ganzen Wesen nach auf 
sphärische Mannigfaltigkeiten zugeschnitten ist. 


§ 4. 


Die sphärische Mannigfaltigkeit F, <0, für welche wir die Green’sche 
Function suchen, sei durch 


begrenzt. Einen Punkt innerhalb bezw. ausserhalb derselben bezeichnen 
wir durch (&) bezw. (&), wo dann entsprechend 
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De=e<R oder Dg= >R 
1 1 


ist. Jedem Punkte (&) wollen wir einen Punkt (£;) in der Weise zu- 
ordnen, dass 


ọọ =FR und ohk=oh (k=1,2,...n) 


genommen wird. Diese Art der Zuordnung durch reciproke Radien- 
Vectoren ist von William Thomson (Liouville Journal 1846) erdacht 
und durchgeführt worden. Dann ergiebt sich 


Da -R—2d a, +0; 
I 1 


Sa-m-m-2daute 


und also wird 


IN 5 a) DR. 
(> et) 


Wir erlangen demnach als Green’sche Form der Begrenzungsgleichung: 


5 R n—2 r 
ae D= (F) 369; 
denn in der That ist 1) 4G = 0, weil in 1,%(z, ¢') der Punkt &' 
ausserhalb der sphärischen Mannigfaltigkeit liegt; und ferner ist 2) der 
letzten Gleichung gemäss G (2°, &) = P (2°, &) für Fy = 0. 

Gehen wir also damit in unsere Formel (5), so entsteht 
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R 


+ 2389 = | (E BE, t) -8E 9) 4800 


g 
n 
(>: < r) 


-fy ENO gS TER, 3) dw; 


n 
0 
(e-e) 


und damit ist die Lösung des gestellten Problems geliefert. Diese 
Formel kann dadurch noch etwas umgearbeitet werden, dass wir 
für die im zweiten Integrale stehenden Zeichen ihre Werthe einsetzen. 
Es ist 


(6) 


pe D-E Re, DB, E7 Be 


g 


13 


Hierbei wird 


Pr( A )= 2: * n? 
pe (Sa-w) 


und also geht die letzte Summe in 


J ar en 
20 (2 TE (e-a) 


Gee- y- -hy 2 
ao ae 1 
1 R (2e Ly e’) 2 


n? 


EN (Ze): 
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= C 5 R na r x R?—ọ° lw 
dA) Be -8e 93u A E. 

5 Se ») T 
(7) (>: < mæ) (2 7 A 
1 ( n 
=r) 
2% 


über. Von der Formel (6) kann man durch Vertauschung von & mit 
& zu einer andern für Y (8) gelangen, wobei dann aber das Integrations- 
gebiet das Aeussere der sphärischen Mannigfaltigkeit ist, 


3 = | (E Be 9- 259] 4500 
(Zr) 
-falre 9-2) Be, 9) an, 


(Zir-r) 


und die entsprechende Umwandlung von (6*) führt auf die Formel 
ay) 
ə R n—2 3 Ri _9% l 
-/ (2) P(e, 9— $e, 0)430-%7 AE 
j | 


n O pn? 
(3 zen)’ 


(È=) 


Die Gleichungen (7), (7*) lassen sich eleganter so schreiben: 


(6*) 


n—2 


ve * E) 
=J lT Be, er Pe, 91 48d0+0° (y= vr 
(2: 2em) (S=) 
(8) 


20° 3) 
-f [e "8e, 9 3 Bla, lag (V5 — VE ai Bde, 


(24 > r) (Se b 


wobei 
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r= Da-i, = Na 
1 1 
bedeuten soll. 


Subtrahirt man die zweite der Gleichungen (8) von der ersten, 
dann erhält man eine neue Gleichung 


ale T "59-0" E 30) 
(9) (ler SEILER id ) AI%dv 


a VS salt- È), 


in welcher das erste Integral über die gesammte »-fache Mannig- 
faltigkeit, das zweite über Yz? = R? zu erstrecken ist. Für die 
Gültigkeit der Formel ist nur vorauszusetzen, dass 5 und JẸ überall 
stetig, endlich und eindeutig seien. 


§ 5. 
Jetzt wollen wir aus den erlangten Resultaten Folgerungen ziehen, 
und wandeln in der Formel (7) das letzte Integral rechts durch Ein- 
tragung von Polarcoordinaten um, indem wir für k = 1,2,...n 


-iw bon (Sa-i, Xai) 
1 1 


setzen. Zugleich wollen wir das Oberflächenelement der Einheitssphäre 
r 1 . 
Dz = 1 durch dw” bezeichnen, so dass 


dw = R~ dw® 
wird. Dadurch geht 


n 
? imn R—2oR 5 Ur + 0° 


über, und also entsteht bei der Einführung von dw" 


[0) 
R’— a a a) ( o? Ru, .): dw 
dw= (1 — 5) m: 
f px p AE 
2 mu 2 IST, 
(5: 2 (1 RZ aa t =) 


S1 
Liegt nun für (7) eine Function 5 vor, deren 4 im Iımern von <0 
verschwindet, dann fällt das erste Integral rechts in (7) fort, und man hat 
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oh ir F(Ru,,.. )dw® 
> 2 T 
È (1 =A 5 Junti) 
1 
10 38, 22 0 e Na 
( ) = R m Ta Bae (45 = 0 fini a0) 


Se w) z 
1 


I:®=r) 


€ 


Genau ebenso können wir, falls 47% nicht im Innern sondern im Aeussern 
von F,<0O verschwindet, von (7*) ausgehen, benutzen dann die Be- 
ziehung 


n 
r? = R — 2ọ'R > %% + 0” 
1 
und gelangen zu 


a er 
(: 


R 7 RN? 
237 244 z) 
1 


5 nn = x dw a (450 für F,>0). 
( Ia- 9): 
e 1 
=”) 
Die Formeln (10), (10*) gewähren die Möglichkeit von Reihen- 
entwickelungen nach Potenzen von $ bezw. 2 Man sieht, dass es 


R 
sich dabei um Entwickelungen von der Form 


g 
(10%) 


(1—2ps+p) € => p(s) p* 


S ES 


handelt. Unter Einführung der p, folgt aus (10) 


(11) JO) = (1 Ha RD wv): F(Ru, .. )dw®, 


t=] 


d. h. die Entwickelung nach „allgemeinen Kugelfunctionen“. 

Wir hatten die Formel (10) unter der Voraussetzung n > 2 ab- 
geleitet. Das erhaltene Resultat gilt aber, wie sich nachweisen lässt, 
auch noch für v = 2. In diesem Falle wird © = 2x, und wenn man 


z = Rceosu, y'= Rsinu; $=ocos«e, n=osin« 
setzt, dann resultirt 


nn en u 
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Re iR l 
(12) 223e cosa, 0 sina) = (R — ¢”) J. aan Bii, 


oder, wenn man ọ R statt ọ einführt, 


(13) 2x%(eRcose, ọRsin «) = (1 — ef: B am en 
Dies ist ein Poisson’sches Integral. Es stellt die Function % im 
Innern eines Kreises durch die Werthe der Function auf seinem Um- 
fange dar, falls 75 im Innern des Kreises gleich Null ist. Die prin- 
eipielle Aehnlichkeit dieses mit dem Cauchy’schen Integrale ist un- 
verkennbar. 

Nun ist 


K +] 
1 1 1— e? 
= -+ =s == BEN m A 
a Je T a er +e F 2> Em: 

$ 


also wird 


ia > £ 
1 —2ọ cosqu — a) Fè er N BE i 


m=] 


und so ergiebt sich 


2x (oR cose, ọ R sin 7 


TE Rsin)dur2 I fe cos(u—a)m-%(Reosu, Rsinu)du. 


mL 


Aus (5) im $ 9 Vorlesung 3 ist zu ersehen, dass die für die 
Gültigkeit von (10) nothwendige Bedingung JẸ = 0 stets erfüllt ist, 
wenn die Function 5 von zwei Variabeln x, y eine Function der com- 
plexen Variabeln + yi wird. Es ist also genau wie beim Cauchy’- 
schen Integrale so auch hier auf Grund der Integraldarstellung eine 
Reihenentwickelung möglich. Bei n = 2 treten, wie wir sehen, als 
Coefficienten der Entwickelung trigonometrische Funetionen auf; im 
allgemeinen Falle erscheinen dafür sogenannte allgemeine Kugel- 
oder Laplace’sche Functionen. (Vgl. Heine, Handbuch der Theorie 
der Kugelfunctionen.) 

Hier wollen wir nur noch mit einigen Worten auf den Fall n = 3 
eingehen. Setzt man, wie dies gewöhnlich geschieht, 


= = =). pPo(csa) (p<1), 
(1 — 2p cos + RN 
so dass P% die x° Kugelfunetion bedeutet, dann liefert die Differen- 
tiation nach p 
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n 
BE Re „= x xp*—! PË (cos «) p 
(1 — 2p cos œ pe ; 


© 
paf Cota S => xp” P® (cosa), 
(1 — 2p cos « + p3)? : 
und wenn man das Doppelte dieser letzten Formel zur ersten Ent- 
wickelung addirt, dann erhält man 


© 
ame a => (2% + 1)p* P” (cos «), 
(1 —- 2p cose + p°) 2 i 
wodurch die Entwickelung für n = 3 geliefert wird. Durch weitere 
Differentiationen lässt sich der Zusammenhang der Entwickelungscoeffi- 
eienten für höhere v mit den einfachsten Kugelfunctionen herstellen. 
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Charakteristische Eigenschaften der Potentialfunetionen. — Natürliche Begrenzung. 

— Verhalten der Potentialfunetion im Unendlichen. — Dirichlet’sche Be- 

dingungen. — Verification des Potentialausdruckes einer nicht auf ihre Haupt- 
axen bezogenen ellipsoidischen Mannigfaltigkeit. 


$1 

Im Jahre 1846 veröffentlichte Dirichlet im 32. Bande des 

Crelle’schen Journals (S. 80—84) einen Aufsatz: „Sur un moyen 

general de vérifier l'expression du potentiel relatif & une masse quel- 

congue homogène ou hétérogène“. Er definirt darin eine Potential- 
function als ein Integral 


a) Pot (9) = [ROPE dw 
(ra <0) 
und führt drei für ein derartiges Potential charakteristische Eigen- 
schaften an. Es war dies das erste Mal, dass eine Function in solcher 
Weise charakterisirt wurde. Damit war dann ein expedites Mittel ge- 
funden, um Potentialausdrücke a posteriori als solche zu verificiren. 
Wir schlagen zur Erreichung eines Systems von charakteristischen 

Eigenschaften für das Potential den folgenden Weg ein. 

. Wir haben in der fünfzehnten Vorlesung gesehen, dass unter ge- 
wissen Voraussetzungen über die Differentiirbarkeit von St 

A Pot (£) = — DRE 
also auch 
4Pot(2,...2)= — TR (£p. Za) 

ist. Tragen wir dies in die Definitionsgleichung (1) des Potentials ein, 
daun entsteht 


(2) 5 Pot (9 = — J APot(e$)B@, dar, 


und ersetzen wir hierin die Bezeichnung Pot (&) durch die Functional- 
bezeichnung %(£), so erhalten wir 


(3) DFO -—[IE)BE, dar. 


(Fo < 0) 
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Diese Gleichung ist charakteristisch für das Potential des Körpers F,<O 
bezogen auf den Punkt (£). Denn gemäss (1) stellt sich %($) als das 


Potential des Körpers F, < 0 mit der Dichtigkeitsfunetion — ARIO) 


dar. Nehme ich nun noch an, dass die Dichtigkeit für die Punkte von 
J‘,>0 verschwindet, dann lässt sich das Integral über die ganze »-fache 
Mannigfaltigkeit ausdehnen, und wir erlangen die für eine Potential- 
funetion % charakteristische Gleichung 


& aO = — f 15OPE, dar, 


wobei das Sternchen am Integralzeichen andeuten soll, dass die Inte- 
gration über alle Punkte (z) der Mannigfaltigkeit erstreckt wird. 

Andererseits hatten wir für eine beliebige Funetion im ersten 
Paragraphen der letzten Vorlesung die Gleichung 


O FO =- | ERBE, Ddo — [FRA + [P3 du 
(Fo < 0) (Fo=0) (Fo=0) 

gefunden. Es handelt sich nun darum, zu untersuchen, wann (4) in (3*) 
übergeführt werden kann, d. h. wann 1) das Gebiet F, < O in (4) bis ins 
Unendliche erstreckt werden darf; und wann dann 2) die beiden letzten 
Integrale in (4) verschwinden. Die hierfür gefundenen nothwendigen 
Bedingungen ergeben die charakteristischen Eigenschaften dafür, dass 
eine vorgelegte Function %($£) eine Potentialfunetion ist. 


§ 2. 

Wir fragen also zuerst, wann man in (4) das Gebiet F, <0 bis 
ins Unendliche erweitern darf. Die Antwort darauf ist einfach die, 
dass bei der Ausdehnung keine natürliche Begrenzung überschritten 
werden darf. Den Begriff der natürlichen Begrenzung haben wir bereits 
bei den einfachen Integralen besprochen. Es wird darunter die ge- 
sammte (n—1)-fache Mannigfaltigkeit verstanden, welche die Unstetig- 
keitsstellen der zu integrirenden Functionen (d. h. sowohl einzelne 
Punkte als einfach oder mehrfach ausgedehnte Punktfolgen) unendlich 
nahe umschliesst oder abschliesst. In dem allgemeinsten Sinne des 
Ausdrucks „natürliche Begrenzung“ ist also auch die gegebene Be- 
grenzung des Integrationsbereiches der n-fachen Integrale mit ein- 
begriffen, insofern bei Erweiterung dieses Bereiches anzunehmen ist, 
dass die Werthe der zu integrirenden Funetionen an der gegebenen 
Begrenzung plötzlich zu Null übergehen. Uebrigens haben wir schon 
mehrfach darauf hingewiesen, dass eine Begrenzung auch nur scheinbar 
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eine natürliche Begrenzung sein kann. Auch dieser Umstand zeigt 
sich schon bei den einfachen Integralen. So ist in 


der Nullpunkt nur scheinbar zur natürlichen Begrenzung gehörig, denn 
in Wirklichkeit kann die Integration über diesen Punkt hinaus er- 
streckt werden. 

Wo liegt also bei (4) die natürliche Begrenzung? Ueber die 
Function % und ihre ersten Ableitungen setzen wir voraus, dass sie 
überall stetig sind. Hinsichtlich der zweiten Ableitungen wissen wir 
schon von der Betrachtung des Potentials her, dass sie nicht mehr 
stetig sind; die natürliche — wirkliche oder scheinbare — Begrenzung 
würde also durch die (n — 1)-fachen oder geringer ausgedehnten 
Mannigfaltigkeiten gebildet werden, in denen ty oder auch, in denen 
die zweiten Ableitungen von ‘5 nicht mehr stetig sind. Untersuchen 
wir aber diese Stellen genauer, dann werden wir finden, dass sie nur 
scheinbar eine Begrenzung bilden. 


898. 


Wir nehmen an, ® sei eine (n — 1)-fache Manmnigfaltigkeit, in 
der 7% uustetig wird, während aber doch 5 und die ersten Ableitungen 
von {5 noch endlich, stetig und eindeutig in ihr bleiben. ® umhüllen 
wir durch zwei „parallele“ benachbarte Mannigfaltigkeiten, die wir 
uns etwa so hergestellt denken können, dass auf jeder Normale von ® 
aus nach beiden Seiten gleiche, unendlich kleine Stücke abgetragen 
werden; diese beiden Begrenzungen mögen ®, und ®, heissen. Dann 
betrachten wir 


SSR, — 23,00. 


(B,=0, b, =0) 

Für entsprechende Punkte von ®, = 0, &, =Q d. h. für solche, 
die derselben Normale von ® = 0 zugehören, haben 5 und $ unendlich 
benachbarte Werthe; die Werthe von %, wie die von $, haben ver- 
schiedene Vorzeichen, sind aber, abgesehen davon, unendlich wenig von 
einander verschieden. Die Summe des über ®,=0 und des über &, —=0 
oenommenen Integrals wird daher unendlich klein und mit der An- 
näherung von ®, und ®, an ® Null werden. ® gehört also nicht zu 
der wirklichen natürlichen Begrenzung des obigen Integrals. 

Wir müssen nun zweitens 


Jas P ido 
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über das von ®, = 0 und ®, = 0 begrenzte, ® = Q enthaltende Gebiet 
erstrecken. Dabei nehmen wir an, A bleibe endlich. Dann macht 
die Integration über das weggenommene Zwischengebiet nichts aus, weil 
seine Dicke unendlich klein ist. 

So überzeugen wir uns, und darin liegt das Wichtige, dass die 
natürliche Begrenzung der Integrale in (4) höchstens von den Mannig- 
faltigkeiten gebildet wird, in denen % und seine ersten Ableitungen 
aufhören, stetig, und 1% oder die zweiten Ableitungen von {ý aufhören, 
endlich zu sein. Offenbar reicht es aus, zu fordern, dass 5 nebst seinen 
ersten und zweiten Ableitungen endlich sein soll; denn dann sind die 
ersten Ableitungen und die Function selbst gleichfalls stetig. Ist dies 
der Fall, dann können wir also bis ins Unendliche integriren. 

Nothwendig ist es dann weiter, dass das Integral, welches aus 
dem ersten Theile rechts entsteht, nämlich 


PERC 


convergent sei. 


§ 4. 

Nachdem dies festgestellt ist, untersuchen wir zweitens, wann bei 
solcher Ausdehnung bis ins Unendliche die beiden letzten Integrale in 
(4) verschwinden. 

Wir können nach den vorangehenden Untersuchungen die Frage 
dadurch bequemer gestalten, dass wir F} < 0 als sphürische Mannig- 
faltigkeit auffassen, dabei 


n=) 8 RE 


setzen und R = œ werden lassen. Hierbei wird (vgl. S. 268 u. 298) 


so dass die Summe der beiden letzten Integrale aus (4) in das Integral 


Kronecker, Integrale. 20 
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i; 5- (e Xun- R) dw US E i 
2 1 n—2 "OR 
8) Mi 8 EEA ANSeS 
3 2\2 + i 2\ 2 
7 R” (1-24. Sunti) R" (1-25 un t f) | 
1 


übergeht. Das Verschwinden von (5) für R == œ liefert die ergänzende, 
aus naturgemässer Quelle stammende, hinreichende und nothwen- 
dige Bedingung dafür, dass Ẹ eine Potentialfunction ist. 

In (5) führen wir wieder, wie in § 5 der vorigen Vorlesung, das 
Oberflächenelement der Einheitssphäre ein. Wir ersetzen dw düteh 
R"-!dw‘® und erhalten, falls wir (Ẹ) in den Nullpunkt legen, oder, 
was dasselbe bewirkt, falls wir o als gegen R verschwindend klein an- 
nehmen und die Voraussetzung 


A Du; 
(6) lim /- S dw® = 0 
R=% 


machen, die Bedingung dafür, dass % eine Potentialfunction sei: 


y 65 R "I(E RT?) dw) 
(6) eu G FIR a- a) duw Ri ma (m— JIR Rr—3 


= 0. 


Umgekehrt können wir (6) und (6*) zur früheren nothwendigen 
und hinreichenden Bedingung (5) zusammensetzen. Denn bei jedem 
endlichen ọ lässt sich R so gross annehmen, dass 


1+5 und 1-3 


sich beliebig wenig von der Einheit unterscheiden, und dasselbe findet 
dann bei allen unter die Integration fallenden Systemen der ur, vs für 
den im Nenner stehenden Ausdruck 


1 24 Dun Be FR 


statt. Daraus ersieht man dann leicht, dass infolge von (6) und (6*) 


n 
5 ->’u,v, dw) 
lim Se 


R=% 7 
x R(1 — 2 $Èmnt 5) 


1 ‚08 (1) 
3 EN) a Raw 
in x RL: + n ôR ea 
R=» u ee Be 


2 2 2 
2 (: =y 93 u, F 5) (1 -a g Dunt 5) 
1 


—U, 


A a 
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15 1 1 
Be. BR \ N ih 


m were 
/ n EVEA n 2 
920 Q (4 (4 
Ra =9 È Duo + =) (' in R Dath + fa) 
1 


wird, und mit Hülfe dieser drei Gleichungen lässt sich die aus (5) 
fliessende Bedingung zusammensetzen. Es ist jedoch wohl zu beachten, 
dass (6) und (6*) hinreichend aber nicht nothwendig sind; denn die 
Vorwegnahme von (6) aus der allgemeinen Bedingung liefert bereits 
eine nicht in der Natur enthaltene Einschränkung. 

Die im vorliegenden Paragraphen abgeleiteten Resultate können 
wir folgendermassen zusammenfassen: 

„Nothwendige und hinreichende Bedingungen dafür, dass 
„eine vorgelegte Function $% eine Potentialfunction sei, sind 

„(D 8, seine ersten und seine zweiten Ableitungen sind überall 
„endlich, und damit ist Ẹ nebst ersten Ableitungen auch überall stetig; 

„(ID Für jeden Punkt (8) ist 


n 
2 


n 
üg (e5 av Ta R) dw Fe 88 dw 
lim ~ - Zi mern 0 
Ro A i = n—2 we‘ 
n o oe? a n—2 Q g” 2 
e R 1-25 D hht R 1-25, Zuut m 
1 N 


„Hinreichende Bedingungen erhält man, wenn an Stelle von 
„(AD gefordert wird 


3 Ir 
a n—2 
(qI) lim a me =; im Re dw = 0. 


R=% R= 


„Diese letzten Bedingungen sind stets erfüllt, wenn 
(1+) lim 5 = 0 
R=% 
„ist. 
„Unter den gemachten Voraussetzungen ist fẹ die Potentialfunction 
„einer Mamnigfaltigkeit, deren Dichtigkeitsfunetion durch 


1 
28: 


„und deren Ausdehnung dadurch bestimmt wird, dass in allen ihren 
„Punkten und nur in ihnen der Werth der Dichtigkeitsfunetion von 
„Null verschieden ist.“ 


85. 
Eine andere Behandlung derselben Frage knüpft an das Resultat 


(7) des $ 4 der vorigen Vorlesung, nämlich an die Gleichung 
20* 
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2 n—2 TFE) $ F 
-J15 E Bl, Hl ag + Ft fe 


an und fragt, um diese in (3*) überzuführen, wann * 


. , R\”—? R? — 0? m ed 
Jenas (7) dv und = Su w f 


e 


sich mit wachsendem R einzeln der Grenze Null nähern. Durch diese 
Zerlegung haben wir freilich den Boden der nothwendigen Bedingungen 
bereits verlassen und erhalten nur hinreichende Bedingungen. 

Führen wir ins zweite Integral Polareoordinaten ein, so geht es 


nach 8 5, (10) der letzten Vorlesung in 


re de Ru...) 
R? n 
R TAG 

e (1 AS L 2) 


über. Lässt man nun R ins Unendliche wachsen, so erkennt man: 
„es muss sein: 


lim (sau, ma Zu,)du® =0, 


R= t 
„d. h. die Centralprojection der Werthe des % von einer unendlich 
„grossen sphärischen Mannigfaltigkeit auf die Einheitssphäre muss das 
„Integral Null ergeben; oder: der Mittelwerth von % auf einer unendlich 
„grossen sphärischen Mannigfaltigkeit muss verschwinden.“ Die Richtig- 
keit der letzten Ausdrucksform ersieht man aus der Gleichung 
. a 3 

Ss du m RR = = 0 gar 3 (dw = R'™'dw®). 

Hinsichtlich des ersten der beiden obigen Integrale ergiebt sich 
unter Berücksichtigung der Beziehungen (S. 295 u. 5. 298) 


P ; R* Sa 
= ee - É, = — Vk 
Sk o Sk g? G g k 
die Umwandlung 
f R n—2 7 ri R n—2 1 
lim (%) P, E = lim (,) PE n—2 
n-9(Ia- W)” 
1 
zE lim (2) j s n : 2 n—2 
= 0-9(36-7 0) ° 
1 
— lim - 
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und also handelt es sich um das Verschwinden von . 
è 
d 
lim Ah dv 
R=» R S 


Man sieht: „Hinreichende Bedingungen dafür, dass %% eine Poten- 
„halfunetion wird, sind die folgenden: 

„(D # ist nebst seinen ersten und zweiten Ableitungen überall 
„endlich; 

„(ID) der Mittelwerth von ;$ auf einer unendlich grossen sphärischen 
„Mannigfaltigkeit verschwindet; 

„(II) es gilt die Gleichung 


> 
lim (ZB dv =0 
Read R" 
„Hinreichend ist es also auch, wenn man (Ill) ersetzt durch 

„(QII*) 4% ist nur innerhalb eines ganz im Endlichen liegenden 
„Bereiches von Null verschieden.“ 

Durch Einführung neuer, passender Voraussetzungen kann man 
die Form der Bedingungen noch weiter abändern. Lässt man z. B. die 


Dichtigkeit — = 4% stets positiv sein, so reichen die Annahmen aus, 
dass 


[»:28:% 


eonvergirt, und dass die mittlere Diehtigkeit auf einer unendlich grossen, 
sphärischen, (n — 1)-fachen Mannigfaltigkeit gleich Null ist. Im Falle 
der Schwere kann dieser Satz von Nutzen sein; bei der Elektricität 
dagegen gilt er nicht mehr, da die Voraussetzungen nicht erfüllt sind. 


e 


86. 

Dirichlet hat in seiner obeu erwähnten, epochemachenden Arbeit 
die folgenden charakteristischen Bedingungen aufgestellt: 

„Hinreichende Bedingungen dafür, dass % eine Potential- 
„funetion wird, sind: 

„D 3 und seine ersten Ableitungen sind überall endliche und 
„stetige Functionen; 

„(U) die Producte &,%(&) und &%,() überschreiten nirgends eine 
„augebbare endliche Grösse; 

„(II) die zweiten Ableitungen %x.(8) sind im Allgemeinen endlich 
„und eindeutig und bleiben selbst da endlich, wo sie aufhören, ein- 
„deutig zu sein.“ 
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Wir wollen zeigen, dass das Verschwinden von (5) bei Ausdehnung 
des Integrationsbereiches ins Unendliche eine Folge der Dirichlet'- 
schen hinreichenden Bedingungen ist. Bei der Einführung von 


1 


dw® = ET dw 
BR" 


erhält man aus (5) drei Integrale, deren erstes bei wachsendem $t zu 


Ru...) Dur, 
lim — —— —— dw, 


R= 
wird. Da 5 stets endlich ist, so verschwindet dieser Theil. 
Der zweite Theil nimmt die Form 


lim [%(Ru,,...)dw, 


RI=a 


an. Nun bleibt, infolge der zweiten Dirichlet’schen Bedinguug, wenn 
M jene angebbare, endliche Grösse bezeichnet, 


NE Ei 
D LPE,- 0) = PR lRu,..)<n®, 
k=1 

RE(Ru,,...)<YVnM, 


und also wird auch 


lim J E(Ru, .. )dw = lim Š J RJ (Ru, .. )dw® =0. 


R=% 
Beim dritten Theile endlich handelt es sich um 
lim JŠ . Rdw% . 


R=% 


Weil aber der Ausdruck 
ö N 
R3Ru, Ru, ..)= P Sı(Ru,,...) 


wegen des zweiten Theiles der Bedingungen (II) nach den soeben durch- 
geführten Schlussfolgerungen für wachsende R unter einer endlichen 
Grenze bleibt, so wird auch 
LAOS af 
nn. 8 Fè. dw® = 
Die Dirichlet’schen Bedingungen (I) und (II) setzen sich zu 
unseren in $ $ gegebenen Bedingungen (I) zusammen. 
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Es folgt also aus den Dirichlet’schen Bedingungen das Bestehen 
von (I) und (II) des $ 4, und jene Bedingungen sind bei dieser Ueber- 
führung vollständig aufgebraucht worden. (5) liefert in einer freilich 
nicht eleganten Form die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, 
während dies bei den anderen Formulirungen nicht mehr der Fall ist. 


sr. 


Dirichlet hat die von ihm aufgestellten Eigenschaften des Poten- 
tials dazu benutzt, um den Ausdruck für das Potential eines Ellipsoids 
zu verifieiren, welchen er in einer Einfachheit gegeben hatte, die vor 
ihm unbekannt gewesen war. Bei allen bis zu seiner Zeit abgeleiteten 
Resultaten hatte stets die Unterscheidung zwischen innerhalb und 
ausserhalb des Ellipsoids gelegenen Punkten Mühe gemacht. Das fiel 
bei der Diriehlet’schen Behandlung zum ersten Male fort. Wir haben 
schon früher angedeutet und werden in der nächsten Vorlesung darauf 
eingehen, wie Dirichlet seinen discontinuirlichen Factor zur Umwand- 
lung eines dreifachen in ein einfaches Integral benutzte. Hier wollen 
wir zunächst aber noch eine Verification geben, und zwar für eine all- 
gemeinere Formel. Dirichlet ist erst bei einer andern Arbeit (Unter- 
suchungen über ein Problem der Hydrodynamik; aus dem Nachlasse 
hergestellt von R. Dedekind; Abhandlungen der Königl. Gesellsch. d. 
Wissensch. zu Göttingen 1860; § 4) zu der Aufgabe geführt worden, 
das Potential eines Ellipsoids unter der Voraussetzung herzustellen, 
dass seine Gleichung nicht auf die Hauptaxen bezogen sei. Das Resultat 
ist nicht unelegant, allein zu noch eleganteren Formeln führt gegen 
alles Erwarten die Aufgabe, wenn man an Stelle des Polynoms des 
Ellipsoids eine beliebige quadratische Form einführt und gleichzeitig 
n Variable, statt der drei beim Raume, benutzt. Man wird bei dieser 
Allgemeinheit gewissermassen gezwungen, elegant zu sein. 

Auf dieses Problem gehen wir jetzt ein. 


Wir bezeichnen 


A Zi Ži mw fn 
|l aw y Age ee 
z a ay Ht a an 
(8) 1 10 a 12 n | = Dt) —2); 
[Sg Aw An Ay +t Azn 
a N . | (ars = dsr) 
Ën Qno Qni An2 ... nn F al 


so dass also 
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7, Sæ 0 lR 
| ars + rst. =— Di) (% -0 Dam il für >), 
(9) dr = 0 für ik 


Fe ò= FO =X fase (a= 1) 
T. s=0 
gesetzt ist, und die frs = fi, die zu (a, + 6,,t) in D(A gehörigen, 
durch die Determinante dividirten Unterdeterminanten bedeuten. Es 
sind also die Grössen f,, durch die Gleichungen definirt: 


DZ + Nr = ð (arm; 


ö,, hat die gewöhnliche Bedeutung als positive Einheit oder Null. 
Die vorgelegte ellipsoidische Mannigfaltigkeit soll nun durch 
F(0, 2) = F(0)<0 
bestimmt sein. Dabei nehmen wir die a,, als reelle Grössen und so an, 
dass nur für endliche (z) die Bedingung F(0) < O erfüllt ist, und das 
Integrationsgebiet sich also nicht ins Unendliche erstreckt. Bei unserer 
Bezeichnung ist es von Wichtigkeit, dass wir nicht die Coefficienten 
der quadratischen Form, sondern die zu ihnen reeiproken Grössen in 
die ellipsoidische Mamnigfaltigkeit eingetragen haben. Das Schluss- 
resultat führt darauf, und die Rechnungen werden eleganter. 

Wir setzen nun 


(10) =- 40D) [FODH 
(rO <0; t> 0) 


1 
nra 


dt 


und werden zeigen, dass dieser Ausdruck den im § 5 aufgestellten Be- 
dingungen einer Potentialfunction genügt. Eigentlich ist die Begrenzung 
des ellipsoidischen Raumes nicht F(0) = 0 sondern F(0): D(0) = 0; 
da aber D von den z unabhängig ist, so macht die Aenderung nichts aus. 

Wir brauchen nun vor Allem den Werth von If, und um diesen 
berechnen zu können, müssen wir die ersten Ableitungen von F(t) 
und D(f) nach ¢ und die beiden ersten Ableitungen von F(t) nach 
einem der z bilden. Wir bezeichnen die Ableitung von f,, nach ? 
mit fr, und die Definitionsgleichung der f,, giebt dann 


Dis D Nee 0, 
so dass, wenn man mit f}, multiplieirt und nach s summirt, 


q y en TE 
2 (ars T Òrst)forfas = > Òrsforfas, 
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und, da ja 


D N S 
D n + dr = dyr 


Dede == Tafofe 


wird. Rechts kann man offenbar d,, durch ô,, ersetzen, und so folgt 


hieraus das Resultat 
4 >), a 
for = =! frafar - 
a 
Trägt man dies in die Gleichung 


F(t) =D foreta 


2,9 


ist, auch 


ein, so kommt 
Fh=— 2 fosfsa2p24 
P,918 


heraus. Ferner erhält man die Ableitungen 


or) nm 

A =F. (=2 > fests, 
PRO p Den 
00.23, = Fl) = Ur = or. 


Nach einem bekannten Determinantensatze und unter Berücksichtigung 
der Definition für die fp, ergiebt sich weiter 


DO = DO fa = 4 DOY Fu 


„ Dt 
0 


und endlich folgt aus der Formel für F(t), da frs = fs, ist, 


und 


rO =— 4> (rO, 


so dass F(t) mit wachsendem ż beständig abnimmt. 
Ist also F(0) <0, so muss in (10) die Integration nach £ von O 
bis oo erstreckt werden, und man hat 


1 


(10%) Ş=— 5 a D0 fi F(ÖD(t) ?d 
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Ist aber F(0)>0, so hat man von der einzigen positiven Wurzel f, 
der Gleichung 
Ft) = 0 


ab die Integration bis £ == œ zu erstrecken, und es wird also 
Dg 1 

(10) 35-4000): | FODA dt. 
% 


Hier ist nicht zu vergessen, dass die untere Grenze £ von den Werthen 
der Coordinaten 2,,...2, abhängig ist. 

Bei (10°) kann sofort durch zweimalige Differentiation nach 2, 
und Summation nach x der Ausdruck A gebildet werden: 


17 928 1 
45 = — ano | X FODA Tat 
DT, 


1 25 b 
aE 00: f PO. a 
2 Y DW? 


1 . 1 
= + @D(0)? J aloe z) 
% 
1 Er R 
= + o D0) (DA *),. 
Da nun D( für t = œœ selbst unendlich gross wird, so ist in diesem 
Falle 
Jy = — 0 (F(0) <0), 
und die beigefügte Ungleichung besagt nichts anderes, als dass (z) 
innerhalb der ellipsoidischen Mannigfaltigkeit F(0) < 0 liegt. 
Bei (10**) differentiiren wir zuerst nach z, unter Beachtung der 
unteren von 7, abhängigen Grenze 
ur 


T= DO [DE ?ac+ $ DO FD) "Fe; 


r 


und wegen der Gleichung F(tf,)—=0 verschwindet der zweite Summand. 
Tilgen wir ihn und differentiiren dann nochmals nach z,, so entsteht 


3,- DOF | [r.000 "a — ro) ze]: 


Die Summe der Integrale in der eckigen Klammer wird beir=1,2,...n, 
ähnlich wie oben, gleich 
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1 


IDG) *, 
und der zweite Summand giebt wegen der Beziehungen 
F'(t)dh + Fii)dr=0, 
a aN AM, 
a O A 


n F. t 2 
STE CN 
| = CE; (to)? 


bei der Summation das Gleiche mit negativem Zeichen, so dass also jetzt 


45 —0 (F(0) > 0) 


wird. 

Hiermit haben wir nachgewiesen, dass die Bedingungen (I) und 
(TIEF) aus § 5 erfüllt sind. 

Wir wollen das Gleiche von der zweiten ableiten, und zwar in der 
Form, dass wir zeigen, wie {$ für unendlich grosse Werthe von (2) 
verschwindet. Das ganze Gebiet F(0) = F(0,2)<0 liegt der An- 
nahme nach im Endlichen; für unendlich grosse Werthe (z) haben wir 
es also mit F(0) > 0 zu thun, und es gilt demnach die Formel (10**). 
Mit wachsendem z wird aber auch die Wurzel 4 von F(f,) = 0 ins Un- 


1 
endliche wachsen, so dass der Integrand wegen (D(t)) ? verschwindet. 
Dies ist sofort ersichtlich, wenn man z. B. nur eins der z ins Unend- 
liche gehen lässt. 
Hierdurch ist dann also auch die Erfüllung der zweiten Bedingung 
erwiesen, und % ist demnach eine Potentialfunetion für die Mannig- 
faltigkeit, deren Diehtigkeitsfunetion durch 


1 
4 1% 
bestimmt ist, also unseren Resultaten über 15 gemäss, für eine homo- 
gene ellipsoidische Mannigfaltigkeit 
F(0, <0. — 
Wenn wir die ellipsoidische Mannigfaltigkeit auf ihre Axen be- 
ziehen wollen, dann ist 
u. = — l; =0 (rž s); 


a 2 


DA) = et +9; POA De ar 


1 
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zu setzen, und dann erhält man 


_® 
s n 2 


2, 


n 1 1 — yV Zi 
Pot = + ke Ile; Be n di 
1 $ J (a,,+%° 


(0, to) - fy 
3 META 1) 


(0, to) 
Dabei ist die Bedeutung der unteren Grenze (O, #4) aus dem Vorher- 
gehenden klar: Bei 


n 


NT: 


1 Zx 


ist von = 0 bis ¢= œ zu integriren; bei 


n 9 


Diem 


1 xx 


dagegen von der einzigen positiven Wurzel #4 der Gleichung 


n 2 
2 
FT | —=( 
1 zy +t 


ab bis ins Unendliche. 
Dieses letzte specielle Resultat ist eher complicirt zu nennen als 
das obige allgemeine (10). 
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Das Potential einer ellipsoidischen Mannigfaltigkeit. — Dirichlet'’s Gebrauch 

des discontinuirliehen Factors. — Umwandlung des n-fachen Integrals in ein 

in + 2)-faches; ein zweifaches; ein einfaches Integral. — Bemerkungen zur Me- 

thode. — Modulsystem. — Allmähliche Bildung der Elemente. — Umwandlung 

und Einführung des discontinuirlichen Factors. — Verschwinden der Elemente 
des Modulsystems. 


$1 
In dieser unserer letzten Vorlesung gehen wir genauer auf den 
üebrauch des discontinuirlichen Factors bei der Bestimmung des Poten- 
tials einer ellipsoidischen Mannigfaltigkeit ein. Es wird dadurch das 
Schlussresultat der letzten Untersuchungen bestätigt und verallgemeinert 
werden. 
Wir setzen 
nn 
n= 2 -1<0 
a 
als Bestimmung für die ellipsoidische Mannigfaltigkeit voraus und 
nehmen das Anziehungsgesetz der homogenen Masse, welche diese 
Mamugfaltigkeit erfüllt, so an, dass die Intensität der Attraction des 
Massenpunktes (x) auf den Punkt (£) gleich 
1 ar 
el Ee „rl 


(1) a ee A) 


Wir werden dieses n-fache Integral auf ein einfaches redueiren, indem 
wir uns dabei, wie schon gesagt, des Verfahrens bedienen, welches 
Dirichlet in seiner Abhandlung: „Ueber eine neue Methode zur Be- 
stimmung vielfacher Integrale“ (Berl. Ber. 1839, S. 18 u. 61; Werke I. 
375; 381; 391) zuerst verwendete. 
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S2. 
Liegt der Punkt (5) innerhalb des Bereiches 7, <0, dann ist 
für ihn 


und deshalb wird in (1) der Nenner für (x) = (&) zu Null werden; 
es fragt sich also, ob dabei der Ausdruck (1) überhaupt noch einen 
Sinn besitzt; mit anderen Worten, ob r = 0 als scheinbare oder als 
wirkliche natürliche Begrenzung anzusehen ist, und das hängt davon 


ab, ob 3 
j 2 <e) 


mit abnehmendem ọ zur Grenze Null geht oder nicht. Nun haben wir 
auf 5. 234 die Umwandlung 


rodada: u = © fi. raidr 


Ihe) 


gefunden und erhalten daraus für unseren Fall 


dr 5 CT aiani 
J -a/r- dr e . 
« r’ =S 


(a so) 0 


Setzen wir also n>v voraus, dann bildet der Punkt ($) nur 
scheinbar eine natürliche Begrenzung, und (1) hat einen Sinn, auch 
wenn (£) im Integrationsgebiete liegt. 

Wir können aus der Definitionsgleichung für die T-Funetion 
(S. 241) leicht die Gleichung 


(2) - = = Je Ja at (v > 0) 


folgern. Setzen wir also v>0 voraus, was ja bei einem Attractions- 
gesetze keine Einschränkung ist, dann geht (1) in 


5) $a I fæ fu era! (E0) 
er) 0 


über. 


Wir haben ferner (S. 203) gesehen, dass 


ao 
1 [æt Er m positiv 
: —— dy = wird, wenn £y 
2a © Fiy lo negativ 
=. 


PP 
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Tragen wir bei positivem q für x, den Werth pq, und für y den 
Werth py ein, dann entsteht aus dieser Formel: 


+(sgn.p) » 
1 fenti» Gi positiv 
——— dy = wenn p y 
2n) qF iy * 10, 2 negativ 
— (sgn. p)» - 


Bei negativem p kann man die Grenzen vertauschen, ohne den Integral 
werth zu ändern, und also folgt für positive q die Gleichung 


i *pa+iy) rl positiv . 
4 fe bera 7 5 t 
(4) 2m.) q Fiy dy 10, TP negativ Ei 


Danach wird, wenn man p unserer Aufgabe entsprechend wählt, 


© 
G 


2 


n y? s 
(\ 2 *) a + iy) 


o a 1 F,<0 
"AR 1 6, — — $ z = | ? a < E i b 
CHES EET dy (0, a, I ist 


Trägt man dies in (3) als Factor ein, dann kann man die Integration 
über alle Werthsysteme der &,,...x, ausdehnen, und es wird also 


no on o 
ə z sz 
Z—1 Ey n a —t (ty- $p — la+ iy) : 
3 1 dyt dak ; a). 
or- tn fa fe 8, 
2var (2) TTY PRA 
e e 
0 _o 


und somit ist P in ein (n + 2)-faches Integral umgewandelt. 


83. 
In (5) kann man aber die Integration nach jedem einzelnen x 
ausführen. Wir benutzen dazu die aus S. 36, (5) folgende Formel 


(a + bi) ER SVa (| |< 1) 


welche durch einfache Substitution in 


WD 


e es 
fear = e® y= (der reelle Theil von « ist positiv) 


—%0 


übergeht. Setzen wir hier, unserem Problem entsprechend, 
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_ g+iy un q ä T 
a= +t, B=— 2th, ( + t ist positiv 
a, a, 
dann ergiebt sich für das letzte Integral in (5) der Werth 


t 


EL £ 
o ahin: er) 
—— T, 


und dadurch geht das (n -+ 2)-fache Integral (5) m das Doppelintegral 


el 


x 7 A 
3 Oa) 
2 - - 
Der u ‚(?\ dy a ESRESATETN 
2var(2) a+m]I(+ ty, 
Ir ‘ F 


über. Wenn wir nun statt der Variablen ¿ eine neue Variable 


E 


4 
t t 


in das Integral (6) einführen, so erhalten wir dadurch 


n a] n—Y 
T. ES 
- U 
(7) P= f iu- \ 
2rn r( ) 4 u 
> HFS) 
e 1 k 
0 
wobei 
n 
Er} n 
@-+iy) (: E ar + ») 
e 1 
Q= dy — 


Mn 
(q + iy) 


— o 


ist. Das Integral Q kann mit Hülfe von (2), bezw. von 


kid 


ay 
E TESE EA 
PN r=) 
(td ? 2 


0 


umgeformt werden, und dabei entsteht zunächst 
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WO & 
ə n 
(1-1-3 guk +o)aton 
a—y 
1 ——1 e 1 
= — . (ke dt —dy. 
g De a+iy Y 
2 e 
0 —o 


Aus (4) erkennt man, dass das innere auf y bezügliche Integral nur 
dann von Null verschieden ist, wenn 


n & 
1—t— > - 0 
m atu 


wird. Man braucht also lediglich von 


n 


t=0 bis zum positiven Werthe ł = 1 ze 


& 
7 a, +u 
zu integriren, während man das innere Integral dabei durch 2x ersetzt, 
so dass also jetzt Q in 


n ¿2 
1— Be 
1 atu 
n at 
i 2«(1 -38+ m) : 
g= = i3  dt= —— 
rt) = rien 2) 
2 2 2 


übergeht. Dieses Resultat müssen wir in (7) eintragen, dabei aber 
bedenken, dass zwar bei allen Punkten ($&), die innerhalb FM, <0 
liegen, für jedes positive u die Differenz 


n 2 
Ez 
Te 2 
— q +u 
positiv ist, so dass von « = 0 ab integrirt werden kann; dass jedoch 


bei ausserhalb F, < 0 gelegenen Punkten (8) für kleine Werthe von 
u noch 


wird. Hier ist also nur von dem Werthe u = u) ab bis zu u = œ zu 
integriren, welcher durch die Gleichung 


n > 2 
2a 
TT EESE 

m atto 


bestimmt wird. 
So erhalten wir das Schlussresultat: 


Kronecker, Integrale 21 
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w 
A ANA n n—r 
= u? ( Di: + u) 2 du 
a e RA A AE R TAROK ER 12 EN 
7 LA N —v Be: u 1 
(8) v(n— 7r) r(ž) r(* 3 ) Te +a) 
0, a 1 t 


Für v =n — 2 geht dies, abgesehen von der Bezeichnung, in die 
Schlussformel der vorigen Vorlesung über. 


S 4. 

So übersichtlich und elegant die gegebêne Ableitung auch ist, so 
ist sie doch nicht frei von Bedenken. Es trat für (1) bei r = 0 eine 
nur scheinbare natürliche Begrenzung auf; allein es fehlt uns'` die Sicher- 
heit der Ueberzeugung dafür, dass bei später nöthigen Operationen, 
bei Substitutionen, Differentiationen u. dgl. mehr, jene Begrenzung 
sich nie in eine unvermeidliche, natürliche verwandelt. Beispielsweise 
haben wir die Formel (2) verwendet, trotzdem für Punkte (£), die inner- 
halb F, < O liegen, r auch gleich O werden kann. Ferner ist bei jedem 
Integrale, auf das sich nicht direct die Summenerklärung anwenden 
lässt, die Gefahr ins Auge zu fassen, dass der stets nothwendige Grenz- 
übergang Fehler hervorruft. Jedenfalls wandeln wir bei solchen Opera- 
tionen am Rande eines Abgrundes, und da erscheint es von Wichtig- 
keit, eine Methode anzuwenden, die nicht nur Sicherheit sondern auch 
das Bewusstsein von Sicherheit gewährt. 

Wir wollen dieser Forderung dadurch Genüge leisten, dass wir 
überall bei unseren Umwandlungen von (1) jede kritische Stelle aus- 
schalten, den dabei begangenen Fehler abschätzen und ein Glied, 
welches dem Werthe desselben proportional ist, in ein Modulsystem 
aufnehmen. Die Gleichungen verwandeln sich dadurch in Congruenzen 
nach diesem Modulsysteme; und sind wir dann schliesslich im Stande, 
die Elemente des Modulsystems sämmtlich zu Null zu machen, so geht 
die Congruenz wieder in eine sicher begründete Gleichung über. 

Diese Methode führt natürlich eine starke Belastung der Rechnung 
mit sich; das ist aber unvermeidlich, und das wird ihrer Anwend- 
barkeit stets hinderlich bleiben. 

Aber trotzdem wollen wir sie in unserem Falle einmal vollständig 
durchführen. 
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S 
Wir gehen von (1) aus und zerlegen unseren Integrationsbereich 


in zwei Theile, je nachdem r grösser bezw. kleiner als eine beliebig 
klein zu wählende Grösse ọ ist: 


, 1 fdav , ı fav 
€ = = = S 
© iS =] 1” aa a, r” 
(Fo <0, r>¢) (r<o) 

Das zweite Integral müssten wir abschätzen; aber das ist in § 2 schon 
geschehen, und zwar erhielten wir dafür einen zu der Potenz 

2 De 
proportionalen Werth. Diesen wollen wir kurz mit 

[e*="] 


bezeichnen und können dann 


1 fav p 
-— 2 + For] 
F 
(Fo <0, r >g) 
schreiben. Den letzten Summanden machen wir zum ersten Gliede 
eines Modulsystems M und haben nun in Bezug auf dieses erst all- 
mählich festzustellende System statt der Gleichung (1) die Congruenz 


(10) B=+4j® (m<0, rag 


v 
r 


Um später [ọ"—*] für abnehmende ọ zum Verschwinden zu bringen, 
müssen wir m > v voraussetzen. 

Der Punkt (¢) soll nicht auf der Begrenzung von Ko <O, d.h. 
nicht auf F, = 0 liegen, und daher kann man eine Grösse ø so klein 
wählen, dass (£) sich nieht nur in Z,<.0 sondern auch in dem Gebiete 

Hu Y 
befindet. Die „Schale“, welche sich der Begrenzung der ellipsoidischen 
Mannigfaltigkeit anschmiegt, nämlich 


lend 2 
Tk 


wollen wir gleichfalls aus dem Integrationsgebiete herausheben: 


DB of” s$ ı ja (mod. [e"-"])- 
1 T 


(Fo < —0,r > ọ) (—0 < Fo < 0) 


Im zweiten Integrale wird r niemals unter eine gewisse endliche 
Grösse sinken, da ja (&) sich ausserhalb des Gebietes — o < Fo < 0 
befindet. Ersetzen wir also den Nenner durch sein Minimum, so bleibt 


sı? 


324 Neunzehnte Vorlesung. 


dieser von Null verschieden; der Rest des Integrals, nämlich „das 
Volumen der Schale“ 


Je AR) 


ist noch abzuschätzen. Wir führen durch die Substitutionsformeln 


n 


ESE wur 
Ze Bl Fe E 
k 1 


die neuen Coordinaten t4, uz, --.- Un, P ein, und die Ausdehnung der 
Schale wird dann wie leicht zu sehen ist, durch 
0<1—p?<o oder p=(l----- Vi — o) 


geliefert. Nun bekommt man nach der in $ 2 benutzten Formel, ab- 
gesehen von dem endlichen Factor ©, den Werth 


1 n 
pz PN. BA EN 
Eass (1 (L=) )-; (4 g ) 
Das ausgeschiedene Integral ist also proportional zu ø, oder genauer, 
der Quotient von o und dem Integrale nähert sich mit abnehmendem 


g einer endlichen Grösse. Wir bezeichnen den Integralwerth deshalb 
wieder kurz durch 
[o] 


und nehmen diese Grösse als zweites Glied in das Modulsystem 
M auf. Es wird jetzt (mod. M) 
A1) p= jS (en 


v r” 


8 6. 
Nunmehr könnten wir auf (11) die Gleichung (2) anwenden, da 
ja der kritische Werth r = 0 aus dem Integrationsgebiete ausgeschlossen 


ist. Weil aber bei (2) an der Grenze O wegen A und andererseits 
auch infolge des ins Unendliche erstreckten Integrationsbereiches Schwie- 
rigkeiten auftreten können, so schreiben wir in selbstverständlicher Ab- 
kürzung 


ea ee 


und nehmen dabei ð sehr klein und g sehr gross positiv an. Wir 
schätzen das erste und das dritte der drei Integrale ab. Für das erste 
hat man 
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Ö ð 
. v 
v v a 
re 1 nl 6? 
= = - fe (Ad dt <- „ff dt = gg 
(5). rà) a 
0 A 


Denkt man sich (12) in (11) eingetragen, so würde das eben ab- 
geschätzte Integral noch mit 


Efi ; 

i fa (F, <— 6, r>ọ) 
zu multipliciren sein. Wir erweitern den Integrationsbereich, indem wir 
ihn durch eine sphärische Mannigfaltigkeit ersetzen, die bei endlichem 
Radius jenen Bereich umschliesst. Man erkennt, dass durch / dv nur 
ein endlicher Factor zu ò? : Dt 1) hinzutreten würde. Wir nehmen 


folglich als drittes Element von M das Symbol 


[>] 


auf. Um dies für abnehmende ô zum Verschwinden zu bringen, müssen 
wir v > 0 voraussetzen. 
Weiter ist beim dritten Integrale in (12) wegen der Annahme 


bei (10) 
Jari "at < fetat; 
g g. 

für tr’ = x folgt 


er. 
Er, 
und es ergiebt sich durch mehrfach angewendete partielle Integration 


— gr 
< 5 gr! + (n — gr’ + (n — Yan — gr’) + +]. 
Nimmt man gr? >n, was durch g >n :ọ° erreicht wird, so folgt 

<< er) 
T a r 


<p. 
Bei der Eintragung in (11) tritt, wie oben gezeigt wurde, durch das 
Integral nach v nur ein endlicher Factor hinzu; somit können wir als 
viertes Element von M das Glied 


[g"e=*] 
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aufnehmen. Es findet daher (mod. M) die Congruenz 


(13) P= ff far (<o r> o) 
T 


statt. G 
S i 


er 1 o 2 
Zum Zwecke der Einführung von — hatten wir r > ọ vorausgesetzt; 
R 


nachdem aber (13) erlangt ist, wird diese Beschränkung überflüssig 
und lästig, so dass wir nun die ausgeschlossene sphärische Mannigfaltig- 
keit r <ọ umgekehrt wieder zum Integrationsbereiche hinzunehmen 
wollen. Dazu müssen wir das Zusatzintegral 


fafi ee (r< ọ) 
5 n 


abschätzen. Wir vermehren seinen Werth, wenn wir, nach Vertauschung 
der Integrationsfolge, für ? die Grenzen O und œo einführen; denn alle 
vorkommenden Elemente sind positiv. Das innere Integral ersetzen 
wir durch I ES :7” und finden, wie schon oben, einen Werth, der nach 
dem Anfange von $ 5 zu ọ"~” proportional ist. Den können wir mit 


dem ersten Gliede unseres Modulsystems zusammenwerfen und haben 
somit ohne Hinzunahme eines neuen Elementes (mod. M) die Congruenz 


erhalten. (14) entspricht der Formel (3) bei unserer ersten Herleitung. 


$ 8. 
Jetzt kommt die Einführung des discontinuirlichen Factors an die 
Reihe, wie sie vorher durch (5) geliefert wurde. 
Wir haben für positive Werthe von ¢ 


» 
n 4° 
(-8,)atw 
i 1 e k ER 
# A en E ran ù 
(4*) TA DFi dy = a a O ist. 
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Die Grenzen des Integrals wollen wir durch — y und + y ersetzen 
und haben also den Werth von 


115 (Y $ = = Pe Er li 
(15) 7 q + iy K : 


abzuschätzen. Die erste Klammer im Exponenten möge der Kürze 
halber nach (1) mit — F, bezeichnet werden. Gehen wir von (15) zu 


mrn fe Foy — isin F,y)(ga — iy) dy 
a 


a al 


über, so erhalten wir vier Integrale, deren Integranden der Reihe nach 


qcos Fy qgsnFy yeosF,y ysin Fry 
TFP? EFP? PFP? FY 
sind. Die beiden ersten werden vermehrt, wenn der Zähler gleich g 
genommen wird; sie führen auf Glieder, die proportional 1:y sind 
und zu den Resultaten der folgenden Integrale hinzugenommen werden 


können. Bei diesen folgenden kann man wegen des beständigen Ab- 


nehmens der positiven Grösse ; den zweiten Mittelwerthsatz an- 


ya 
o Tg 
wenden und gelangt dabei zu der Auswerthung: 
Z 14 Y 
y ( > rw) 
et-a p <y e) 
e AE Q 2 ) 


/ y 


Wir haben demnach den Werth des Integrals (15) als proportional zu 


La oder © Ea 

Flè + 7°) 1P 
bestimmt. Für das dem Integrale (15) entsprechende Glied zwischen 
den Grenzen — œ und — y ergiebt sich das Gleiche. x 


Wollen wir nun den so zubereiteten Discontinuitätsfactor in (14) 
einführen und dabei seine Grenzen gleich — y und + y wählen, dann 
ist noch der Betrag von 

g , 
E opn „ e Fa 

fa wer ei: TA (F, < — 0) 

h 
abzuschätzen. Hier erkennt man den Grund, warum früher ($ 5) aus 
dem Integrationsgebiete A, <0 die Schale O> F, > — 6 heraus- 
geschnitten» wurde: es sollte bei dem jetzigen Uebergange eine nicht 
verschwindende untere Grenze für F, erlangt werden. Für das F, im 
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Nenner setzen wir den absoluten Betrag seines Minimalwerthes, also 6, 
für das — F, im Exponenten, da ja 


gi 

Eee ja 

ee 
ist, seinen grössten positiven Werth 1 ein und nehmen für ¢ die Inte- 
grationsgrenzen 0 und œ. Durch alle diese Operationen wird der 


Werth des Doppelintegrals nur erhöht. Man bekommt mit Hülfe von 
(12) bis auf einen constanten, endlichen Factor: 


pe (F <— o). 


yo 1” 


Ist nun R so gross, dass das ganze Integrationsgebiet in r< R ent- 
halten ist, so folgt als obere Grenze (vgl. $ 5) für den Integralwerth 


e!l P 
yo. 


und damit, weil g eine feste, endliehe Grösse ist, als fünftes Ele- 
ment von M das Glied 


Somit resultirt für das bis jetzt wir Modulsystem M 


16) P= 7 a 
Fi 2zor(Ż), ee m EEE i 


(Fo < — 0) 


Durch diese TEA hat man die Möglichkeit erlangt, die Inte- 
gration nach %,,%,,...%, weiter auszudehnen. Es muss aber beachtet 
werden, dass bei der Einführung des discontinuirlichen Factors der 
absolute Betrag | F > 6 vorausgesetzt war. Man kann zwar jedes 
% von — gk bis + gẹ laufen lassen, muss aber alle Combinationen 
der x ausnehmen, bei welchen F,|<c ist. Also hat man unter 
der Bedingung F,|>o bei Einführung des Werthes von F, 


Ik 


Y g 
nn CA —t lre — E a Hy 
1 2 a+yi a 
EL) I ee T A Es PH; dxe 
anv r(2.) ru 5 
2 p è 
Sy ai 


—Ik 


R 
amO mo 
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S D 


In (17) ist somit F,|> 6 anzunehmen, und wir sahen, dass die 
Gründe dafür in der Einführung des discontinuirlichen Factors zu 
suchen sind; aber jetzt, nachdem diese vollendet ist, wollen wir das aus- 
geschlossene Gebietsstückchen dem Integrationsgebiete wieder hinzu- 
fügen, ähnlich, wie’ dies vorher mit der kleinen, (Ẹ) ausschliessenden, 
sphärischen Mannigfaltigkeit geschah. Dies liefert den Zusatz 


z g v 
è > a „5—1 
i et —Fo-atynDy2 
SE FIE FN F Et N A 
= eA q+yi ERS 
FE 


und wir müssen, falls dieses Integral mit (17) vereinigt werden soll, 
seinen Werth abschätzen und eine proportionale Grösse dem Modul- 
systeme einverleiben. 

Wir vergrössern den Integralwerth, wenn wir — F, durch + 6 
ersetzen, und weiter, wenn wir für ¢ die Grenzen O und oo nehmen. 
Dann kann man wieder (2) benutzen und erhält durch die Integration 
nach £ 


y 
i z a TOFIN 
= 14 J dv —- e>M>—0). 
22 age "(+ yò ee) 
Nun machten wir schon im $ 5 bei der Einführung von ø darauf auf- 
merksam, dass die Grösse von r für die Punkte (x) der Schale nie 
unter eine gewisse endliche Grenze sinkt, und dasselbe gilt natürlich 
bei der jetzigen Voraussetzung |7,| <o. Nehmen wir also das con- 
stante, endliche, von Null verschiedene Minimum für y” im Nenner 
und ziehen es aus dem Integrale, so kann es nebst dem Factor u 
weggelassen werden; denn beide Glieder sind bei unserer Untersuchung 
constante Grössen. Geht man dann beim Integrale nach y zum abso- 
luten Betrage des Integranden über, so dass 


y dy — 
en ak U 
entsteht, und behandelt das Integral nach v, welches als Factor dazutritt, 


fa (H6e>Rh>— 0 


wie das ähnliche Integral in $ 5, dann erhält man bei kleinem ø 


[6 log GP + zA 
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als Werth des Integrals und als sechstes Element von M; und es 
wird daher (mod. M), mit Unterdrückung der Bedingung von (17), 


zi atri ae 27 
Bye ff" er u ine 
ars 


s 10. 


Wir wollen nun weiter alle g4, welche bisher nur von endlicher 
Grösse sein durften, gleich co setzen. Auch hier ist wieder die dadurch 
in P hervorgerufene Aenderung zu taxiren, damit ein entsprechend 
gebildetes Glied zum Modulsysteme gethan werden könne. Die Ab- 
schätzung ist diesmal mit besonderer Vorsicht auszuüben, weil bei 
jeder einzelnen Aenderung eines g, ein Product in Mitleidenschaft ge- 


acto ako 


zogen wird. 


Den Werth von 


(+7). tet 
a 
Jr = ge k 


können wir durch die Formel zu Anfang von $ 3 bestimmen; es wird 
~a — atini (+t) 
ei TE a 
tk = 
a) 
und als obere Grenze des absoluten Betrages von J, finden wir daraus 
leicht den Werth 


Wir denken uns nun in (18) hinter dem Productzeichen das auf 
die Variable x; bezügliche Integral durch die Summe der drei Integrale 


» =9k œ 
s 2 
Th 
—t (ey — $ — la+ yi) T 
a 
u = de,e k 
Q3 
—2 o Ok 


ersetzt. Bei der Ausführung des durch J7 angedeuteten Products würde 
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man zunächst eine Summe von Producten erhalten, welche ausser (2n — 1) 
Factoren J, je noch einen einzigen Factor von der Form 


9 W% 


ae 


< Ik 


umfassen; dann eine zweite Summe von Producten, welche ausser (n— 2) 
Factoren J, noch je zwei Factoren der anderen Form enthalten, u. s. w. 
Da die Jọ endliche Grössen sind, so genügt es, zu zeigen, dass die 
Glieder der ersten Reihe mit wachsendem g; unendlich klein werden; 
denn bei den Gliedern der anderen Reihen ist dasselbe dann selbst- 
verständlich. Diese Bemerkung vereinfacht die Bildung des Modul- 
systems. Denn wir brauchen jetzt nur etwa das eine Glied der ersten 
Reihe: 


tegay 
Lah I: age 5 
Yo 
zu untersuchen. Wir vergrössern das Integral einmal dadurch, dass 
wir statt q + ty den kleinsten absoluten Betrag q dieser Grösse, und 
zweitens dadurch, dass wir statt x? das kleinere Product g,x, einsetzen, 
wodurch das Integral dann in 
a 


2 2 
- I 1-23) 18] 


‚2? - nnti) a 
SSi MOE £ 
e dxe EESTI AA 
ta ai 
a, 
Iı 
übergeht. Hier kann man g, so hoch annehmen, dass g, — 2&, positiv 


und > 1 ist, und dann vergrössert man die rechte Seite, wenn man 
im Nenner (g, — 28,)t durch ¢ ersetzt. Auch im Exponenten wollen 
wir eine Vermehrung hervorrufen und zwar dadurch, dass wir die stets 


negativen Glieder — 5 g? und — të? weglassen. So bleibt als obere 


1 
Grenze für das betrachtete Glied 


n=l 
ee 


en a—25) et 2i). x 2 


2 


BRETTEN 


und es fragt sich nun, was entsteht, wenn wir hierauf bei Unter- 
if 
drückung des Factors x ? , wie es (18) fordert, die doppelte Integration 
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> ! + na) 
Fe ahit, P(e 2) 
2 


ausüben. Es: möge en der Integration nach ¢ begonnen werden: 


g 


LEET 
2 stp 25) 


Be er 


COE 


Wir vergrössern den Integralwerth wieder durch die Unterdrückung 
der Summanden t im Nenner; ausserdem können wir die endlichen, 
constanten, und darum für die Abschätzung völlig indifferenten Grössen 
4, &,@,,-..@, weglassen; endlich ersetzen wir die Grenzen durch 0 
und oo und erhalten darauf nach (2) 


; v 
1 >—ı ; 1 r(5) 
= dtt? e~t 2E) — zen 
I, 9: Ya — 25) 
0 


Vorher war g, so gross angenommen worden, dass g) — 26, > 1 ist; 
da v positiv sein muss ($ 6), so übertrifft der Werth der Quadrat- 


wurzel die Einheit, und der Maximalwerth des Integrals ist zu = pro- 


portional. Hierfür substituiren wir 5 indem wir alle gy einander 
gleich und auch gleich der in $ 8 eingeführten Grösse I setzen. 


Zu unserem Resultate 5 muss als Factor das Integral nach y 


Y 
Tiy 
Jna  @>9 


gefügt werden. In der zwölften Vorlesung erkannten wir bei der 
Untersuchung des Integrallogarithmus, dass dieses Integral einen end- 
lichen Werth besitzt. Dasselbe können wir auch durch die bei (15) 
verwendete Methode erkennen, wobei das dortige — F, nur durch 1 
zu ersetzen ist; denn die vier Integrale 


7 
q cos y q sin y y cosy ysiny g 
Sist So Saar Jeras 
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bleiben offenbar endlich. Den so entstehenden eonstanten Factor ver- 
einigen wir mit den übrigen zu 1: R tretenden Constauten und können 


daher 
| 
R 


als diejenige Grösse auffassen, welche der durchzuführenden Verände- 
rung von (18) proportional wird. Wir überzeugen uns also davon, 


dass, wenn [=] als siebentes Element von M eingeführt wird, 
danu die Grenzen der x; in der Formel (18) sämmtlich gleich — oo 
bezw. + œ gesetzt werden dürfen. Hierauf lassen sich die Werthe 


der J; eintragen, und man erhält (mod. M) die Congruenz 


g Y 
5 u+i „(1-2 =) 
L Ren 5 ; I 
a Re tt di dy = =e 
2»r (3) s e (a + iy) Mta Er 
1 a) 


sah. 


So haben wir entsprechend (6) P schon in ein Doppelintegral ver- 
wandelt, und in diesem können wir, wie ja auch bisher immer, bei 
unseren Vorsichtsmassregeln natürlich ohne jedes Bedenken die Inte- 
grationsfolge vertauschen. Ist dies geschehen, dann führen wir an Stelle 
von ? eine neue Variable u durch 


un 


CS 


u = 


ein, wodurch die Grenzen zu werden. Es resultirt 


q+iy a q+iy 
ò g 


gHiv 
y n 

n n—v Hin) wo 
Fade Me a, + u 

zA PE k 

P= dy du —— . 
‚r(2 Senf ; 
67 iy) 2 1 Dy 
E gHtiy arm 1 ( T a; 
g 


Die untere Grenze des inneren Integrals soll zu Null gemacht, und 
deshalb muss wieder der hierbei von P wegzunehmende Werth 
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sti 


n 


+2 
n—v_ tin m 
a af‘ fe | Be IE) 
E ; 
2 r( +1 a 
? Tr FUGAS) 
a, 


abgeschätzt werden. Wir vergrössern das Integral durch Weglassung 
der Summe im Zähler und des Products im Nenner. Die Integration 
nach u, welehe dann ausgeführt werden kann, liefert 


he nr 


2 I oder als Grenze C) ' , 


Mel, 


wenn wir wieder die einflusslosen Constanten weglassen. Es ist weiter 
noch der absolute Werth von 


eativ 

y ko Era 
ati 
esy 


zu bestimmen; dieser bleibt kleiner, als der S. 332 betrachtete, end- 


liche Ausdruck 
eırtiy | 
| fü dy ~ a+’ | 


weil n—v>0 ist. Unsere schon häufig gemachten Schlüsse zeigen 
daher: Nimmt man 


als achtes Element des Mödulsystems M auf, so wird (mod. M) 


atiy 
Y ð 
ə n & 
n n—v ‚ern (1 ge ) 
yoi l 1 atu 
= D m“ u: e 5 
(a e dy du —— — . 
v n—Vv n 4 
ar ER 
Be e (+ iy) Hg+ 
Beh; 0 1 a, 
SICH 


Wir müssen nun zwischen den beiden Fällen unterscheiden, dass 
der Punkt (£) im Innern des Integrationsgebietes, und dass er ausserhalb 
desselben liegt. Im ersten Falle ist für den Punkt (£) 
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und für jedes vorkommende u unseres Integrationsbereiches ist also 
um so mehr 


ie en: 
2 ar + u F 
Tritt dieser Fall ein, dann lassen wir die Grenzen in (20) ungeändert. 
Gilt dagegen für den Punkt (£) die Ungleichung 


n g 1 
EE 


so giebt es eine einzige positive, reelle Wurzel u, der Gleichung 


ER 4” 


und erst von ta ab wird bei steigenden Werthen von u 


n g s 
142 Ei en). 
In diesem Falle nehmen wir bei der Integration nach u aus (20) das 
Gebiet (u — Eu, + £) heraus, wobei s eine beliebig kleine, posi- 


tive Grösse bedeutet. Dabei ist zum Ausgleich der geschehenen Ver- 
änderung der Werth von 


n—v (+ vi) ( nie 3) 
Fe Ve 1 Ti 
U e- 
dy du - 
—y N ar Hiha: A 


zu untersuchen. Die zweite Klammer im Exponenten von e wird ver- 
mehrt, wenn u durch u, + & ersetzt wird; dadurch wird sie wegen der 
Bedeutung von «, proportional zu e, der Exponent nähert sich mit e 
der Null und die Potenz von e kann getilgt werden. Dasselbe soll mit 
dem Producte im Nenner geschehen, weil dadurch gleichfalls nur eine 
Be des Integrals stattfindet. Es bleibt dann 


ut: 


A ; ( Se ie nH 
SF, du- "u Br u (> =) 
‚arm! 2 Re 
Ug 
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zurück, und der Maximalbetrag des absoluten Werthes hiervon wird 
zu & proportional, da q eine wesentlich positive Constante ist. 
Folglich nehmen wir 


Le] 


als neuntes Glied in unser Modulsystem M auf und haben 
für dieses 


atiy 
2 en ò 9 
ie ý a, 55 
n n—v at (1-3 —_ ) 
5 PE et, 1 apt u 
en dy du ” AET FEE 
D — - 2 
u, 0 + in)‘ "6+:) 
H 
(falls F >O ist, fehlt (u, — € - - - u, + £) im Integrationsgebiete). 
§ 13. 
Um das Integral nach y auszurechnen, betrachten wir zunächst 
Y 
"eratiy) 
(22) ET dy (@, g, m>0), 


setzen pg + pyi = z und erhalten die Umformung 


ER i patpri 
erariv pa e 
—— dy =—— Ide—: 

Fee: x , a" 
á pa— pyi 


Nun ist 


1 1 = 
Gene BEE EESE: —tz4m—2 
ee nfe tn—3dt 


= rea [JESE S jera 


— 14r à 


(23) 


Dabei nehmen wir für r eine kleine und für k eine grosse positive 
Grösse an, wollen aus Gründen, die sich bald ergeben werden, das 
zweite und das letzte dieser vier Integrale in bekannter Weise be- 
seitigen und dafür proportionale Glieder eines Modulsystemes zum Inte- 
grale hinzunehmen. 

Aus der Ueberlegung, dass wegen (22) im Integrale (23) 2 = pq 
-++ pyi gesetzt werden muss, und dass pg > Q ist, folgt 
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itr EE 
Jar | < foai 1,0 49-9, 
1—z 1—z 


und also ist der Betrag des zweiten Integrals proportional zu r. 
Durch die Schlüsse, die auf das vierte Element von M führten, 
lässt sich auch das Integral 
e-t:tm—1dt 
h 
leicht abschätzen. Man hat nur in den dortigen Betrachtungen g, n 
und ọ* durch k, m — 1 und pq zu ersetzen, und dann ergiebt sich 
(ATE 
Will man jetzt (23) in (22) einführen, so müssen die beiden. er- 
haltenen Grössen noch mit dem Factor 
f y 
| ; pvig dy 
| 12 |- fe ef y 
er Je Fyi] S n h 
pa— pyi 


multiplicirt werden. Hier hat a letzte e welches auf einen 
arctg führt, einen endlichen Werth. Den Factor e?? behalten wir bei, 
da im Folgenden zwar q constant, p aber veränderlich ist. Dieses 
Glied ist als Factor jenen beiden Elementen hinzuzufügen. 
So entsteht für p, q, m >O (mod. M,) zunächst 
t paty) m—1 ! ER 
(25) Fe ee tdt faz RR 
(+ yo" ir(m — De 2 
ZH py—pri 
(es fehlt = (1—r..-1-+ 7); M, besteht aus den Elementen 
[ter] und [Wte tr]. 
Hierin ist die rechte Seite noch etwas umzugestalten, und zwar so, 
dass im inneren Integrale y durch œ ersetzt wird; und hierzu schiitzen 
wir den absoluten Betrag von 


N 


Re 
(26) p= fosa für — (es fehlt t= (1 —rt...1 + )) 
pat+pyi 

ab. Das innere Integral in (26) entspricht (15); das dortige y ist durch 
py, das dortige ø durch r zu ersetzen. Man erhält dafür 

epaü—) a , er 

— ——— oder im Maximum 

pya — t) pyt 
und also für (26) selbst 


no er 
PYT 


Kronecker, Integrale, 


[> 
5 
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An der unteren Grenze ist es ebeuso, und es resultirt demnach 


2T eraty — m—. Ge d M. 
D Te q+ iy)” = Fean e afat - (mod. M,) 


(es fehlt ¿= (1 — t -1 +1); M, besteht aus den Elementen 
n—1,P 
[rer], (Arien und Kr e” aa s 

Wenn nun ¢ die Strecke (1 -+ r...h) durchläuft, dann ist nach 
(4) das innere Integral gleich Null, und wir können also in (27) A durch 
1 — r ersetzen. Für alle & des Intervalles (0...1 — =r) ist nach (4) 
der Werth des innern Integrals gleich 2xi. Trägt man das ein, dann 
kann man die Integration nach t ausführen, und man erhält nach Ab- 
schätzung der Glieder mit r und Berücksichtigung derselben bei der 
Bildung des Modulsystems 


y 
5 puting 2 m—1 ; 
(28) JE LeAnn (p,q, m> 0) 
VATI I'm) 
3 m—lo—(h—1)p (hpt eri m—1] 
(moda. u a Lie n), [® ls Je ar 


Genau so wie (22) behandeln wir das Integral 


pıtpyi 


Y 
“e pa+iy) m—i f'dge? pam >0 
DIF f: =? a fi a 24) h 
CD (a + iy)" ” : a G = pq + py? 
ar; 


pom pyi 


Dazu muss in (24) e™* statt e’ gesetzt werden, so dass 


odo i „h Ci AR 
—prW@-+riy m— 
(es) fe dy p tn—edt | de &— (mod. JL, *) 
(q + iy)" ir(m— De $ 
pa— pyi 


(es fehlt t=(i—r... 1+ gi M,* besteht aus den Elementen 
[te??) und [W e] 


herauskommt. Weiter ist dann in (26) e!% in e~:0+9 umzuwandeln, 
und es resultirt 


De eruatid) vB pe (E, (+9 
(27%) Je vr ff afa (mod. M;") 
(es fehlt = (1—r---1-+ 7); M,* besteht aus den Elementen 


h a, =) 
-py m—lp— (h4 i)p (no) e"" J 
ke, 1% 1] und | FIT 
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Weil hier rechts im Exponenten von e der Factor von — z beständig 
positiv ist, so folgt nach (4) das Resultat in der Gestalt 


(28%) JZ ika | 0 
28 — y= 
(4 + iy)” 7 


mL, Ag 
(moda. [re], [Ar-te-urDoe], Pr T T) i 


§ 14. 


Die Resultate (28) und (28*) sind in (21) einzutragen. 
Dabei tritt zu jedem Elemente der neuen Modulsysteme als Factor 


griv 
o ana 


gu; a n— 
U — N 
du, : a 3 "du tf 3 HE du 
4 0 


hinzu; das kann aber, weil es endlich bleibt, weggelassen werden. 
Ferner ist p in (28) durch 1 und in (28*) durch 


Me +u 


zu ersetzen. Handelt es sich nämlich um positive Werthe von p, so 
ist ihr Maximalwerth in (21) gleich 1; dies ist bei (28) zu bedenken. 
Bei (28*) muss dagegen p durch 


et 
1% 
ersetzt werden. Wir wollen für diesen constanten, endlichen Werth die 


Bezeichnung p beibehalten. 
An die Stelle von m tritt o +1. 


Nur im Falle F, >0 kommt (28*) zur Anwendung, und gleich- 
zeitig wird dabei die untere Grenze des umgewandelten Integrals u, + €. 
Es entsteht also, wenn man wegen (28), (28*) die drei Elemente 


per Wean), [ES], 


yT 


welche die Systeme aus $ 13 vertreten, zu M nimmt, (mod. 47) 
22* 


340 Neunzehnte Vorlesung. 


gatiy 
ö 
a n—r 
7 n pa 2 
n ga NIE. ) 
o n—v — 2 
SHa EE 1 q +% 
P= du-u ? -— 


A »r(£) See) aki IKK: + = 
1 k 


Ersetzt man die untere Grenze bei F, >O durch «, dann kommt 
ein Ergänzungsintegral hinzu, dessen Werth sich erhöht, wenn statt 
der Klammer im Zähler und statt des Products im Nenner 1 gesetzt 
wird. Was Resultat ist folglich proportional zu € und kann also mit 
dem neunten Gliede des Modulsystems M vereinigt gedacht werden. 
Ersetzt man die obere Grenze durch ©, dann kann man beim Zusatz- 
integrale die Klammer des Zählers, die 1 und //a} im Nenner unter- 


; -5-1 > 
drücken. Der Integrand wird dannu ? , und das Zusatzintegral pro- 


portional zu Ö?; es kann also mit dem dritten Gliede des Modulsystems M 
zusammengeworfen werden. 
Folglich ist das Schlussresultat (mod. M) 


an 
ə 

2 

r n E 
z k 2 

a z n—v 23) 
- 2n” SIT WEL MER 
(29) P= —nr du- u ? 


y IN == v) E (;) ee 7 a I ( T 
1 k 


$ 15. 


Endlich handelt es sich noch darum, sämmtliche Glieder von M 
zum Verschwinden zu bringen. Diese sind 


te=), (51, een, [EF], 
[s log (4 + Y*)], ee F pa 


B—IE 
er J 
- 2 
[a 2 en] > E |- 
yT 


7 ir el, Ile); 
Dabei waren die Voraussetzungen 


n = 
man: > Te Pe} = a — 1; g endlich und positiv 


zw machen. Lässt man nun auf irgend welche Art 
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0,60,d,2,r zur Grenze Null 

9, R, h ins Unendliche 
gehen, dann verschwindet in M schon dadurch eine Reihe von Ele- 
menten, und es bleiben nur noch 


n—v 2 
[gree]; pen [o log (° + 9]; =| 
zurück. i 
Wir setzen nun zunächst 
#>n, =F; 
gt 
so dass der Bedingung 90? >n genügt wird, dann wird gleichzeitig 


IF] = Wii 
[are] a 


mit wachsendem g zur Grenze Null gehen. 
Nehmen wir dann weiter 
R’'=jt, o=} 
und lassen y ins Unendliche wachsen, dann werden 


mr ON A z log (q? 2 
[EF] [1] wa wis + = [2] 
E 


nach Null hin abnehmen. 
Das letzte Glied des Modulsystems M bringen wir endlich durch 
die Festsetzungen 


ns 1 
y =h ? , 


bei wachsenden Werthen von A zum Verschwinden. 

Aus der Congruenz (29) am Schlusse des letzten Paragraphen ist 
also die Gleichung (8) geworden. Die Ableitung ist dabei in einer 
Weise geschehen, die keinem Zweifel Raum lüsst. Es mag aber nochmals 
betont werden, dass wir die letzten Untersuchungen überwiegend aus 
methodischen Gründen durchgeführt haben. 


gT 


Anmerkungen. 


Vorlesung I. 

5. 12. Die üblichen Beweise dafür, dass eine Function im Bereiche ihrer 
Stetigkeit auch gleichmässig stetig sei, lässt Kronecker nicht gelten. 
Dieselben stützen sich auf die Existenz eines Maximums; Kronecker ver- 
misst aber dabei die Angabe einer Methode, durch welche ein solches Maxi- 
mum mit willkürlich vorgeschriebener Genauigkeit bestimmt werden könne. 
Darauf beziehen sich auch die Bemerkungen des § 5, welche den Beweis des 
vorhergehenden Paragraphen treffen. 


§ 11. S. 25. Die letzte Behauptung der ersten Vorlesung wurde von Kronecker 


nicht bewiesen. Im Falle, dass der Integrand beim Unendlichwerden sein 
Vorzeichen nicht ändert, lässt sich die Richtigkeit des Satzes leicht nach- 
weisen. 


Vorlesung III, 


ş 1—5. 5. 37—44. Den ersten der beiden Beweise gab Kronecker in den Be- 


89. 


SA. 


S 5. 


8.4. 


richten d. Kgl. Ak. d. W. zu Berlin 1885, S. 785—787; der zweite stammt aus 
dem Jahre 1880, ibid. S. 688—690. In der ersten der beiden Publieationen 
befinden sich auch die Bemerkungen aus $ 7 über die Eindeutigkeit der inte- 
grirten Function. 

S. 51. Den Begriff der natürlichen Begrenzung eines Integrationsbereiches 
hat Kronecker in dem Autfsatze: „Ueber Systeme von Functionen mehrerer 
Variabeln“ Ber. d. Kgl. Ak. d. W. zu Berlin 1869, XII eingeführt. 


Vorlesung IV. 

S. 60. Ossian Bonnet hat den Satz bereits im Jahre 1849 im Journal 
des mathématiques pures et appliquées, Liouville, XIV, S. 249—256 ver- 
öffentlicht und den Beweis ausdrücklich auf die Abel'sche Identität gestützt. 
Ebenda giebt er ein Theorem, welches dem auf S. 88—89 abgeleiteten sehr 
verwandt ist. 

S. 61, 62. Vgl. L. Kronecker: „Ueber eine bei Anwendung der partiellen 
Integration nützliche Formel“, Ber. d. Berl. Ak. d. W. 1885. § XII. S. 855. 


Vorlesung V. 
S. 72. Die Bedingungen des Satzes können einfacher so gefasst werden, 
dass p(x) zwischen a und b endlich und im Allgemeinen gleichmässig stetig 
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bleibt. In der That kann mán dann, nach Annahme eines behebig kleinen 
t, ein g so bestimmen, dass 
p(oy + 20) — ploy + 2ro +6)| <z 
wird, ausgenommen an Stellen eines zusammenhängenden oder aus getrennten 
Theilen bestehenden Gebietes T, welches aus (a...) herausgeschnitten 
werden muss, damit im Restgebiete gleichmässige Stetigkeit herrsche. Die 
obigen Summanden geben als Beitrag zur Summe höchstens 
b-a 
a 


Innerhalb 7’ können sich „— Summanden befinden, die zusammen einen Bei- 
o 


á 


trag liefern, welcher den Werth 
o-2M- X = MT 
26 


nicht übersteigt. Daher kann auch die Gesammtsumme den Werth 

T ee. + MT 
nicht überschreiten, und weil (vgl. S. 12) mit z auch T nach Null eonvergirt, 
so folgt daraus der ausgesprochene Satz, 


Vorlesung VI. 
8.2. 8. 93. Um die Cosinus- und die Sinusreihe in der gewöhnlich benutzten 
Form zu erlangen, muss man über f(z) die Voraussetzung 


fa = f0 — 2) bezw. fH = — fa — z) 
machen. 


Vorlesung VII. 


8. 5. 8. 107. Von den Schlussresultaten des Paragraphen kommt man zu den 


Formeln für 
non W 


cos van sin Zvan 
n ? x” ’ 


»=1 Y x=1 


indem man das Glied mit x = 0 in den dortigen Formeln auf die rechte 
Seite schafft und dann w zur Grenze 0 gehen lässt. 

$ 7—11. S. 110—119. Der Inhalt dieser Paragraphen findet sich in den Monatsber. 
d. Berl. Akad. d. W. 1880, 29. Juli, 5. 686—698, und 28. Oct., S. 854—860. 


Vorlesung VIII, 


Der Inhalt dieser und der folgenden Vorlesung findet sich im Colleg vom 
Jahre 1883/84 noch nicht; dagegen kommt er in dem von Sommer 1885 in der 
mitgetheilten Form vor. In diesem Jahre führte Kronecker die Untersuchungen 
durch, welche in dem Aufsatze; „Ueber eine bei Anwendung der partiellen Inte- 
gration nützliche Formel“ (Berl. Ber. 1885, 16. Juli, S. 841) enthalten sind, ynd 
deren wesentliche Resultate in der neunten Vorlesung gegeben werden. In den 
späteren Collegien (1887, 1889, 1891) beschränkt sich dann Kronecker auf diesen 
letzten Theil, so dass das Problem der mechanischen Quadratur vor dem der 
Aufstellung allgemeiner Summienformeln in den Hintergrund tritt. Es erschien 
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aber angemessen, dem Cursus des Collegs von 1885 zu folgen und die Darlegung 
der mechanischen Quadratur beizubehalten. — Eine Fortsetzung seiner Unter- 
suchungen gab Kronecker in dem Aufsatze: „Ueber eine summatorische Function“, 
Berl. Ber. 1889, 31. Oct., S. 867. 


Vorlesung IX. 

$5. 8.149. Auf Z. 3 v. u. ist einzuschieben: Die a, und die v, sind dabei be- 
liebige Grössen, welche nur die Bedingung erfüllen müssen, dass die Reihe 
für g” (— x) für alle Werthe von x convergire und eine innerhalb des 
Intervalles von x = 0 bis x = 1 durchweg endliche, stetige, differentürbare, 
aber bei x = 0 und x = 1 unstetige Function darstelle, welche, wenn man 
einerseits & bis Null abnehmen, andererseits bis zu 1 zunehmen lässt, sich 
zwei verschiedenen Grenzwerthen nähert. 


Vorlesung X. 


81—83. S. 157fl. Vgl. Kronecker's „Bemerkungen über die Darstellung von 
Reihen durch Integrale“, Journal f. d. reine und angew. Math. CV, 157—159 
und 345—354. 

84. S5. 162. Vgl. Kronecker’s „Summirung der Gauss’schen Reihen 


n—1 212ni 


h= 


ibid. S. 267 — 268. 


Vorlesung XI. 
§ 4—$§7. 8.187. Vgl. Kronecker’s Aufsatz: „Zur Theorie der elliptischen 
Functionen“, Berl. Ber. 1881, Dec., S. 1165. 
88 8.197. Vgl. Kronecker's „Bemerkungen über die Jacobi’schen Theta- 
formeln“, Journal f. d. reine u. angew. Math. CI, S. 260—272. 


Vorlesung XIII. 


$4—88 S. 219. Vgl. Kronecker’s „Notiz über Potenzreihen“, Berl. Ber. 
1878, 21. Jan., S. 53—58. 


Vorlesung XV. 

§2—§6. S. 255. Vgl. Kronecker’s „Ueber Systeme von Functionen mehrerer 
Variabeln“, Berl. Ber. 1869, 4. März, § V u. § XI, sowie „Bemerkungen zur 
Determinantentheorie“, Journal f. d. reine u. angew. Math., Bd. 72. III, $ 4. 

87. 5. 264 Es ist zu beachten, dass die in diesem Paragraphen gegebene De- 
finition der Oberfläche einer sphärischen Mannigfaltigkeit nicht mit der aus 
§ 4 fliessenden übereinstimmen kann, weil im früheren Paragraphen der Factor 


(n — 1)! unterdrückt worden ist. Setzt man in$2bs$4M, = a% +. 
+ 2° — g° voraus und legt den Punkt (z) in den Nullpunkt, so folgt n!dv 
= D = ọdw und also 

i 
G 


> 


= v, 


En 


83. 


EL 
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während in § 7 gerade infolge der Unterdrückung von (n — 1)!, wenn wir 
hier das Oberflächenmaass mit w bezeichnen, 


herauskommt. — Eine Aenderung schien aber gleichwohl nicht angemessen, 
da in den folgenden Vorlesungen zu einer Verwechselung keinerlei Anlass 
vorliegt. 


Vorlesung XVI, 
. 8. 267. Ueber den Inhalt der Vorlesung vgl. man Kronecker: „Ueber 
Systeme von Functionen mehrerer Variabeln“, Berl. Ber. 4. März 1869, und: 
„Die Clausius’schen Coordinaten“, ibid. 30. Juli 1891. 


Vorlesung XVIII. 


S. 311. Vgl. L. Kronecker: „Ueber Potentiale »-facher Mannigfaltigkeiten“, 
In memoriam Domini Chelini. Collectanea mathematica, 1881. 


Vorlesung XIX. 
S. 319. Die erste Formel dieses Paragraphen erhält man, wenn das Integral 
S e~” de längs der, auf S. 240 oder 246 gezeichneten Contour ausgeführt wird. 
Setzt man für den unendlich grossen Kreis z = R (cos ¢-} i sin ®) und inte- 


grirt von # = 0 bis = 3,, so muss ®, < ka sein, weil sonst in den Ex- 
= 


ponenten R” (cos Š + isin = eintreten würde, Daher stammt dann die 


Bedingung |b <a. 

S. 322, Die nun folgenden Ableitungen hat Kronecker zuerst 1889 und 
dann in veränderter Form 1891 vorgetragen. Er hebt dabei den, für seine 
Art der Production besonders wichtigen Umstand hervor, dass die Gesammt- 
heit der Vorsichtsmassregeln, welche die Methode erfordert, erst im Laufe 
der Untersuchung selbst hervortrete, so dass auf Grund späterer Erwägungen 
häufig Aenderungen in den früheren Beweisführungen nöthig werden. Die 
Spuren dieser Schwierigkeiten sind in der Darstellung wohl nicht ganz zu 
verwischen gewesen. 
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Kronecker, Integrale. Ba 


Druckfehler. 


‚69. Z. 1 v. u. ist einzuschieben: Der Werth der Integrale nähert sich der 
Grenze Null. 
8.106. Z, 6 u. 5 v, u. ist zu lesen: demjenigen der beiden Werthe 

v — [v] und v— i+ i], . 
welcher den kleineren absoluten Betrag besitzt, 
8. 149. Z. 14 v. u. ist zu lesen: 


py e u A 


RI x) = Sies cos (2x2 + v +5)” oca 
9 >A 2am t Y ( 5 
8.175. Z. 5 v. u. ist zu lesen: innerhalb des, um den Nullpunkt geschlagenen 
_ Kreises. 
S. 189. Z. 5 v. u. ist zu lesen: 
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. 277. 2.8 v. u. ist zu lesen; 


